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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷è äëÿ 5 êëàññà

1. Ïåòÿ, Âàñÿ è Òîëèê â ñêëàä÷èíó êóïèëè ôóòáîëüíûé ìÿ÷. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ
çàïëàòèë íå áîëüøå ïîëîâèíû ñóììû, çàïëà÷åííîé äâóìÿ äðóãèìè. Ìÿ÷ ñòîèë 9 ðóáëåé.
Ñêîëüêî äåíåã çàïëàòèë Ïåòÿ?

Ðåøåíèå. Îòâåò: 3 ðóáëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êòî-íèáóäü èç ìàëü÷èêîâ çàïëàòèë áîëüøå òð¼õ ðóáëåé, òî îí ïîòðàòèë
áîëüøå ïîëîâèíû äåíåã, ïîòðà÷åííûõ îñòàëüíûìè. Çíà÷èò, íèêòî íå ìîã çàïëàòèòü áîëüøå
òð¼õ ðóáëåé. Åñëè æå êòî-òî çàïëàòèë íå òðè ðóáëÿ, à ìåíüøå, òî ñóììà áóäåò ìåíüøå 9
ðóáëåé. Çíà÷èò, êàæäûé çàïëàòèë ïî 3 ðóáëÿ.

2. Ïîëèíà íàïèñàëà íà äîñêå äâà ÷èñëà A è B. Âèêà èõ ñòåðëà, çàïèñàâ ÷èñëà, ðàâíûå ñóììå
è ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, çàïèñàííûõ Ïîëèíîé: C è D. Çàòåì Ïîëèíà ñòåðëà ÷èñëà, çàïè-
ñàííûå Âèêîé, òàêæå çàïèñàâ èõ ñóììó è ïðîèçâåäåíèå: E è F . Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷èñåë
îäíî îêàçàëîñü íå÷¼òíûì. Êàêîå èìåííî è ïî÷åìó?

Ðåøåíèå. 1. Åñëè ÷èñëà A è B èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü, òî èõ ñóììà C ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì
÷èñëîì, à ïðîèçâåäåíèå D � ÷¼òíûì. Òîãäà E � íå÷¼òíîå ÷èñëî, à F � ÷¼òíîå.

2. Åñëè ÷èñëà A è B îäíîâðåìåííî ÷¼òíûå, òî ÷èñëà C è D òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, à
çíà÷èò, è ÷èñëà E è F îäíîâðåìåííî ÷¼òíûå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

3. Åñëè ÷èñëà A è B îäíîâðåìåííî íå÷¼òíûå, òî ÷èñëî C � ÷¼òíîå, à ÷èñëî D � íå÷¼òíîå,
çíà÷èò, E � íå÷¼òíîå, à F � ÷¼òíîå. Îòâåò: E � íå÷¼òíîå ÷èñëî.

3. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå ó÷åíèêà Â, åñëè â áîëüøèíñòâå êîíòðîëüíûõ ðàáîò
îöåíêà ó ó÷åíèêà À âûøå, ÷åì ó ó÷åíèêà Â. Â êëàññå ïðîâåëè òðè êîíòðîëüíûå ðàáîòû.
Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Â, ó÷åíèê Â � ëó÷øå, ÷åì
ó÷åíèê Ñ, à ó÷åíèê Ñ � ëó÷øå, ÷åì À?

Ðåøåíèå. Ìîæåò. Íàïðèìåð, òàê.

Ðàáîòà 1 Ðàáîòà 2 Ðàáîòà 3
A 5 4 3
B 4 3 5
C 3 5 4

4. Ïî âå÷åðàì Ëåâà âð¼ò ìàìå, åñëè â ýòîò äåíü ïîëó÷èë äâîéêó, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ãîâîðèò ïðàâäó. À åù¼ ó Ëåâû åñòü ñåñòðà, êîòîðîé ìàìà äàåò êîíôåòû â òå äíè, êîãäà
îíà íå ïîëó÷àåò äâîåê. Îäíàæäû âå÷åðîì Ë¼âà ñêàçàë ìàìå: ¾Ñåãîäíÿ ÿ ïîëó÷èë áîëüøå
äâîåê, ÷åì ìîÿ ñåñòðà¿. Äîñòàíóòñÿ ëè ñåñòðå êîíôåòû?

Ðåøåíèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Ë¼âà íå ïîëó÷àë äâîåê, òî îí äîëæåí ñêàçàòü ïðàâäó,
íî òîãäà èç åãî ôðàçû ñëåäóåò, ÷òî îí ïîëó÷àë äâîéêè � ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, Ë¼âà ïîëó÷àë äâîéêè. Çíà÷èò, îí ñêàçàë íåïðàâäó. Òî åñòü íà ñàìîì äåëå åãî
ñåñòðà ïîëó÷èëà íå ìåíüøå äâîåê, ÷åì îí ñàì, òî åñòü ó íå¼ òîæå åñòü äâîéêè. Çíà÷èò,
ñåñòðå êîíôåòû íå äîñòàíóòñÿ.



5. Âîëøåáíûé êàëåíäàðü ïîêàçûâàåò ïðàâèëüíóþ äàòó ïî ÷¼òíûì ÷èñëàì ìåñÿöà è íåïðà-
âèëüíóþ ïî íå÷¼òíûì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äíåé ïîäðÿä îí ìîæåò ïîêàçûâàòü
îäíó è òó æå äàòó? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå ÷èñëà ìåñÿöà, êîòîðûå îí ïðè ýòîì ìîæåò
ïîêàçûâàòü.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äîëæíî áûòü ìàêñèìóì îäíî ÷¼ò-
íîå ÷èñëî (â ðàçíûå ÷¼òíûå ÷èñëà êàëåíäàðü ïîêàçûâàåò ðàçíûå äàòû). Â ïðîìåæóòêå
èç 4 è áîëåå äíåé îáû÷íî åñòü õîòÿ áû äâà ÷¼òíûõ ÷èñëà; èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò òîëü-
êî ïðîìåæóòêè, ñîäåðæàùèå 31 ÷èñëî èëè 29 ôåâðàëÿ. Âîò ýòè ïðîìåæóòêè: 27, 28, 29
ôåâðàëÿ è 1 ìàðòà; 29 ôåâðàëÿ, 1, 2, 3 ìàðòà; 29, 30, 31, 1; 31, 1, 2, 3. Êàê âèäèì, ÷¼òíîå
÷èñëî, êîòîðîå îí ïîêàçûâàåò � 28, 30 èëè 2.

Îòâåò: 4 äíÿ; 28-å, 30-å èëè 2-å ÷èñëî.

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð, à öèôðû
0, 1, 2, 3 ñòîÿò ïîäðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?

Ðåøåíèå. ×èñëî äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ ôðàãìåíò 0123. Â íà÷àëå ÷èñëà îí ñòîÿòü íå
ìîæåò, ïîýòîìó ó íåãî åñòü 6 âîçìîæíûõ ïîçèöèé (îí ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñî âòîðîé, ñ
òðåòüåé, ñ ÷åòâ¼ðòîé, ñ ïÿòîé, ñ øåñòîé èëè ñ ñåäüìîé öèôðû). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
åñòü 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1· = 720 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü îñòàëüíûå öèôðû. Èòîãî 720 · 6 = 4320
ñïîñîáîâ.

7. Àëåêñåé ðàçðåçàë êâàäðàò 8× 8 ïî ãðàíèöàì êëåòîê íà 7 ÷àñòåé ñ ðàâíûìè ïåðèìåòðàìè.
Ïîêàæèòå, êàê îí ýòî ñäåëàë (äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð).

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, òàê (ïåðèìåòð êàæäîé ÷àñòè ðàâåí 18):

Çàäà÷è äëÿ 6 êëàññà

1. Ïî êðóãó ñèäÿò 14 ÷åëîâåê. Ïåòÿ, Âèêà, Òîëèê è ×èíãèç ñèäÿò ïîäðÿä, ó êàæäîãî èç
íèõ åñòü ïî ìîíåòå: ó Ïåòè 1 ðóáëü, ó Âèêè 2 ðóáëÿ, ó Òîëèêà 5 ðóáëåé, à ó ×èíãèçà 10
ðóáëåé. Ó äðóãèõ ðåáÿò äåíåã íåò. Ëþáîé ÷åëîâåê èç ñèäÿùèõ â êðóãó ìîæåò ïåðåäàòü
ñâîþ ìîíåòó äðóãîìó, åñëè ìåæäó íèìè ñèäÿò ðîâíî òðè ÷åëîâåêà. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ ìîíåòû îïÿòü îêàçàëèñü ó Ïåòè, Âèêè, Òîëèêà è ×èíãèçà. Ó êîãî òåïåðü
êàêàÿ ìîíåòà?

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ðåáÿò öèôðàìè îò 1 äî 14, íà÷èíàÿ ñ Ïåòè. Ïóñòü îí áóäåò ïåðâûé,
Âèêà âòîðàÿ è ò. ä. Ïîñëå êàæäîãî øàãà íîìåð ÷åëîâåêà, ó êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ìîíåòà,
èçìåíÿåòñÿ íà 4 èëè íà 10, òî åñòü ÷¼òíîñòü íîìåðà íå ìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîíåòû
1 è 5 ðóáëåé ìîãóò îêàçàòüñÿ òîëüêî ó ëþäåé ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, à 2 è 10 � ó ëþäåé
ñ ÷¼òíûìè.

Òåïåðü íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âîçìîæíî ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè ðàñïîëîæèòü ìîíåòû ó
Ïåòè, Âèêè, Òîëèêà è ×èíãèçà:



à) ó Ïåòè 1 ðóáëü, ó Âèêè 2, ó Òîëèêà 5, ó ×èíãèçà 10;

á) ó Ïåòè 1 ðóáëü, ó Âèêè 10, ó Òîëèêà 5, ó ×èíãèçà 2;

â) ó Ïåòè 5 ðóáëåé, ó Âèêè 2, ó Òîëèêà 1, ó ×èíãèçà 10;

ã) ó Ïåòè 5 ðóáëåé, ó Âèêè 10, ó Òîëèêà 1, ó ×èíãèçà 2.

Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷èòü êàæäûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ.

à) Ïåðâûé (Ïåòÿ) ïåðåäà¼ò ñâîþ ìîíåòó ïÿòîìó, à òîò � îïÿòü ïåðâîìó.

á) Ìîíåòà â 2 ðóáëÿ ïåðåõîäèò îò 2-ãî (Âèêè) ê 6-ìó, 10-ìó, 14-ìó, 4-ìó (×èíãèçó);
ìîíåòà â 10 ðóáëåé � â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (îò 4-ãî ê 14-ìó, 10-ìó, 6-ìó, 2-ìó).

â) Ìîíåòà â 1 ðóáëü ïåðåõîäèò îò 1-ãî (Ïåòè) ê 5-ìó, 9-ìó, 13-ìó, 3-ìó (Òîëèêó);
ìîíåòà â 5 ðóáëåé � â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

ã) Ïðîäåëûâàþòñÿ äåéñòâèÿ èç ïóíêòà á), à çàòåì èç ïóíêòà â).

2. Ïîëèíà íàïèñàëà íà äîñêå äâà ÷èñëà A è B. Âèêà èõ ñòåðëà, çàïèñàâ ÷èñëà, ðàâíûå ñóììå
è ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, çàïèñàííûõ Ïîëèíîé: C è D. Çàòåì Ïîëèíà ñòåðëà ÷èñëà, çàïè-
ñàííûå Âèêîé, òàêæå çàïèñàâ èõ ñóììó è ïðîèçâåäåíèå: E è F . Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷èñåë
îäíî îêàçàëîñü íå÷¼òíûì. Êàêîå èìåííî è ïî÷åìó?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 5 êëàññà.

3. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå ó÷åíèêà Â, åñëè â áîëüøèíñòâå êîíòðîëüíûõ ðàáîò
îöåíêà ó ó÷åíèêà À âûøå, ÷åì ó ó÷åíèêà Â. Â êëàññå ïðîâåëè òðè êîíòðîëüíûå ðàáîòû.
Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Â, ó÷åíèê Â � ëó÷øå, ÷åì
ó÷åíèê Ñ, à ó÷åíèê Ñ � ëó÷øå, ÷åì À?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 5 êëàññà.

4. Ïî âå÷åðàì Ëåâà âð¼ò ìàìå, åñëè â ýòîò äåíü ïîëó÷èë äâîéêó, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ãîâîðèò ïðàâäó. À åù¼ ó Ëåâû åñòü ñåñòðà, êîòîðîé ìàìà äàåò êîíôåòû â òå äíè, êîãäà
îíà íå ïîëó÷àåò äâîåê. Îäíàæäû âå÷åðîì Ë¼âà ñêàçàë ìàìå: ¾Ñåãîäíÿ ÿ ïîëó÷èë áîëüøå
äâîåê, ÷åì ìîÿ ñåñòðà¿. Äîñòàíóòñÿ ëè ñåñòðå êîíôåòû?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 5 êëàññà.

5. Âîëøåáíûé êàëåíäàðü ïîêàçûâàåò ïðàâèëüíóþ äàòó ïî ÷¼òíûì ÷èñëàì ìåñÿöà è íåïðà-
âèëüíóþ ïî íå÷¼òíûì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äíåé ïîäðÿä îí ìîæåò ïîêàçûâàòü
îäíó è òó æå äàòó? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå ÷èñëà ìåñÿöà, êîòîðûå îí ïðè ýòîì ìîæåò
ïîêàçûâàòü.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 5 êëàññà.

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð, à öèôðû
0, 1, 2, 3 ñòîÿò ïîäðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ?

Ðåøåíèå. ×èñëî äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ ôðàãìåíò 0123 èëè 3210. Ôðàãìåíò 0123 íå
ìîæåò ñòîÿòü â íà÷àëå ÷èñëà, ïîýòîìó ó íåãî åñòü 6 âîçìîæíûõ ïîçèöèé (îí ìîæåò íà-
÷èíàòüñÿ ñî âòîðîé, ñ òðåòüåé, ñ ÷åòâ¼ðòîé, ñ ïÿòîé, ñ øåñòîé èëè ñ ñåäüìîé öèôðû). Ó
ôðàãìåíòà 3210 äîáàâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ, ïîýòîìó ó íåãî 7 âîçìîæíûõ ïîçèöèé. Â
ñóììå ïîëó÷àåòñÿ 7 + 6 = 13 ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ öèôð 0, 1, 2, 3. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó-
÷àåâ åñòü 6 ·5 ·4 ·3 ·2 ·1· = 720 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü îñòàëüíûå öèôðû. Èòîãî 720 ·13 = 9360
ñïîñîáîâ.

7. Àëåêñåé ðàçðåçàë êâàäðàò 8× 8 ïî ãðàíèöàì êëåòîê íà 7 ÷àñòåé ñ ðàâíûìè ïåðèìåòðàìè.
Ïîêàæèòå, êàê îí ýòî ñäåëàë (äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð).

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 5 êëàññà.



Çàäà÷è äëÿ 7 êëàññà

1. Âîëøåáíûé êàëåíäàðü ïîêàçûâàåò ïðàâèëüíóþ äàòó ïî ÷¼òíûì ÷èñëàì ìåñÿöà è íåïðà-
âèëüíóþ ïî íå÷¼òíûì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äíåé ïîäðÿä îí ìîæåò ïîêàçûâàòü
îäíó è òó æå äàòó? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå ÷èñëà ìåñÿöà, êîòîðûå îí ïðè ýòîì ìîæåò
ïîêàçûâàòü.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 5 êëàññà.

2. Ðàññòàâüòå â êëåòêàõ êâàäðàòà 5× 5 ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû èõ ñóììû
â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è (ïðè ýòîì óñëîâèè) êàê
ìîæíî ìåíüøèìè. Íà îäíîé èç äèàãîíàëåé óæå ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, 3, 4 è 2015 (ïîâòîðíî èõ
èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ).

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ñòðîêó è ñòîëáåö, â êîòîðûõ ñòîèò ÷èñëî 2015. Ïîìèìî 2015 òàì
ñòîÿò ÷èñëà íå ìåíüøèå, ÷åì 5, 6, 7, . . . , 12. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå
è ñòîëáöå íå ìåíüøå ÷åì (2015 + 2015 + 5 + 6 + · · ·+ 12)/2 = 2049.

Ïðèìåð ñ ñóììîé 2049:

1 13 24 1999 12
810 2 1206 22 9
19 2001 3 18 8
1208 23 809 4 5
11 10 7 6 2015

3. Àëåêñåé ðàçðåçàë êâàäðàò 8× 8 ïî ãðàíèöàì êëåòîê íà 7 ÷àñòåé ñ ðàâíûìè ïåðèìåòðàìè.
Ïîêàæèòå, êàê îí ýòî ñäåëàë (äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð).

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 5 êëàññà.

4. Â òàðàêàíüèõ áåãàõ ó÷àñòâóþò 27 òàðàêàíîâ. Â êàæäîì çàáåãå áåãóò òðè òàðàêàíà. Ñêîðî-
ñòè âñåõ òàðàêàíîâ ðàçëè÷íû è ïîñòîÿííû â òå÷åíèå âñåõ çàáåãîâ. Ïîñëå êàæäîãî çàáåãà
ìû óçíà¼ì, â êàêîì ïîðÿäêå åãî ó÷àñòíèêè ïðèøëè ê ôèíèøó. Ìû õîòåëè áû óçíàòü äâóõ
ñàìûõ áûñòðûõ òàðàêàíîâ (â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå). Õâàòèò ëè äëÿ ýòîãî 14 çàáåãîâ?

Ðåøåíèå. Äà. Ñíà÷àëà ðàçîáü¼ì òàðàêàíîâ íà 9 òðîåê è ïðîâåä¼ì â êàæäîé òðîéêå çà-
áåã. Ó ýòèõ çàáåãîâ 9 ïîáåäèòåëåé; ðàçîáü¼ì èõ íà òðîéêè è ïðîâåä¼ì åù¼ òðè çàáåãà. Ó
íîâûõ çàáåãîâ òðè ïîáåäèòåëÿ; óñòðîèâ ìåæäó íèìè 13-é çàáåã, íàéä¼ì ñàìîãî áûñòðîãî
òàðàêàíà.

Îñòàëñÿ îäèí çàáåã, ÷òîáû íàéòè âòîðîãî ïî ñêîðîñòè òàðàêàíà. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé
òàðàêàí � ýòî îáÿçàòåëüíî îäèí èç òåõ, êòî ó÷àñòâîâàë â îäíîì çàáåãå ñ ñàìûì áûñòðûì
è çàíÿë â í¼ì âòîðîå ìåñòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàêîé-òî òàðàêàí çàíÿë òðåòüå ìåñòî
â ñâî¼ì çàáåãå, òî îí íå ìîæåò áûòü âòîðûì èç âñåõ. Åñëè êòî-òî çàíÿë â çàáåãå âòîðå
ìåñòî, íî ïðè ýòîì åãî îáîãíàë íå ñàìûé áûñòðûé èç âñåõ òàðàêàíîâ, òî ýòîò êòî-òî òàêæå
íå ìîæåò áûòü âòîðûì èç âñåõ. Èòàê, îñòàëîñü ñðàâíèòü òåõ òð¼õ òàðàêàíîâ, êîòîðûå
ó÷àñòâîâàëè â îäíîì çàáåãå ñ áûñòðåéøèì è çàíÿëè âòîðîå ìåñòî. Ñàìûé áûñòðûé èç
ýòèõ òð¼õ è áóäåò âòîðûì.

5. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå ó÷åíèêà Â, åñëè â áîëüøèíñòâå êîíòðîëüíûõ ðàáîò
îöåíêà ó ó÷åíèêà À âûøå, ÷åì ó ó÷åíèêà Â. Â êëàññå ïðîâåëè íåñêîëüêî ðàáîò (áîëüøå
òð¼õ). Ìîæåò ëè ïî èõ ðåçóëüòàòàì îêàçàòüñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Â,
ó÷åíèê Â � ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Ñ, à ó÷åíèê Ñ � ëó÷øå, ÷åì À?

Ðåøåíèå. Ìîæåò. Íàïðèìåð, òàê.



Ðàáîòà 1 Ðàáîòà 2 Ðàáîòà 3 Ðàáîòà 4 Ðàáîòà 5 Ðàáîòà 6
A 5 4 3 5 4 3
B 4 3 5 4 3 5
C 3 5 4 3 5 4

6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êðàñèâûì, åñëè îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôàêòîðèàëîâ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
ïðàêòè÷íûì, åñëè îíî ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ êðàñèâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ïðàêòè÷íîå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå äâóõ ïðàêòè÷íûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïðàê-
òè÷íûìè ÷èñëàìè: ïóñòü

x =
a1! . . . ak!

b1! . . . bl!
, y =

c1! . . . cm!

d1! . . . dn!
,

òîãäà

x · y =
a1! . . . ak! c1! . . . cm!

b1! . . . bl! d1! . . . dn!
,

x

y
=

a1! . . . ak! d1! . . . dn!

b1! . . . bl! c1! . . . cm!
.

Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ íàòóðàëüíûõ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî � ïðàêòè÷íîå.

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî n. Áàçà: 1 = 2!/2! � ïðàêòè÷íîå ÷èñëî. Ïåðåõîä: åñëè n �
ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìåíüøèõ ÷èñåë, ïðî êîòîðûå óæå èçâåñò-
íî, ÷òî îíè ïðàêòè÷íû. Åñëè æå n ïðîñòîå, òî ïðåäñòàâèì åãî â âèäå n = n!

(n−1)! . ×èñëî

(n − 1)! = 1 · 2 . . . (n − 1) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë, ìåíüøèõ n, òî åñòü ïðîèçâåäå-
íèåì ïðàêòè÷íûõ ÷èñåë; çíà÷èò, îíî ïðàêòè÷íî. ×èñëî n! òàêæå ïðàêòè÷íî. Çíà÷èò, n
ïðàêòè÷íî êàê ÷àñòíîå äâóõ ïðàêòè÷íûõ ÷èñåë.

7. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî âîçðàñòàþùèì, åñëè åãî öèôðû èäóò â ïîðÿäêå ñòðîãîãî âîç-
ðàñòàíèÿ (íàïðèìåð, 1589 � âîçðàñòàþùåå, à 447 � íåò). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
âîçðàñòàþùèõ ÷èñåë íàäî ñëîæèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü 2015?

Ðåøåíèå. Îòâåò: äîñòàòî÷íî òð¼õ ÷èñåë (íàïðèìåð, 1678 + 168 + 169).

Äâóõ ÷èñåë ìàëî. Ïóñòü èõ äâà, îäíî èç íèõ ÷åòûð¼õçíà÷íîå, äðóãîå (ëåãêî âèäåòü) òð¼õ-
çíà÷íîå. Èòàê, 1abc + def = 2015. ßñíî, ÷òî c + f 6= 5 (èíà÷å a + d < 5, è ñóììà ÷èñåë
ìåíüøå 1600), òî åñòü c + f = 15. Òîãäà b + e = 10 è a + d = 9. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ (b+ e äîëæíî ïðåâûøàòü a+ d õîòÿ áû íà 2).

Çàäà÷è äëÿ 8 êëàññà

1. Ðàññòàâüòå â êëåòêàõ êâàäðàòà 5× 5 ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû èõ ñóììû
â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è (ïðè ýòîì óñëîâèè) êàê
ìîæíî ìåíüøèìè. Íà îäíîé èç äèàãîíàëåé óæå ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, 3, 4 è 2015 (ïîâòîðíî èõ
èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ).

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 7 êëàññà.

2. Â òàðàêàíüèõ áåãàõ ó÷àñòâóþò 27 òàðàêàíîâ. Â êàæäîì çàáåãå áåãóò òðè òàðàêàíà. Ñêîðî-
ñòè âñåõ òàðàêàíîâ ðàçëè÷íû è ïîñòîÿííû â òå÷åíèå âñåõ çàáåãîâ. Ïîñëå êàæäîãî çàáåãà
ìû óçíà¼ì, â êàêîì ïîðÿäêå åãî ó÷àñòíèêè ïðèøëè ê ôèíèøó. Ìû õîòåëè áû óçíàòü äâóõ
ñàìûõ áûñòðûõ òàðàêàíîâ (â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå). Õâàòèò ëè äëÿ ýòîãî 14 çàáåãîâ?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 7 êëàññà.



3. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé êîòîðîãî
ðàâíî 1090.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòûå äåëèòåëè èñêîìîãî ÷èñëà � òîëüêî 2 è 5, òî åñòü èñêî-
ìîå ÷èñëî ðàâíî 2a5b. Äåëèòåëè ÷èñëà èìåþò âèä 2x5y, ãäå 0 6 x 6 a è 0 6 y 6 b. Òîãäà â
ïðîèçâåäåíèå äåëèòåëåé 2 âõîäèò â ñòåïåíè (b+ 1)(0 + 1 + 2 + · · ·+ a) = (b+ 1)a(a+ 1)/2,
à 5 â ñòåïåíè (a+ 1)(0 + 1 + . . . b) = (a+ 1)b(b+ 1)/2. Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî a = b.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå a(a+1)2/2 = 90, îòêóäà a = 5. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî òîëüêî
îäíî: ýòî 25 · 55 = 105.

Îòâåò: 100000.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ÷èñëî 100000 è ïîêàçàòü, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå åãî äåëèòåëåé äåéñòâèòåëüíî ðàâíî 1090; äîêàçûâàòü åãî åäèíñòâåííîñòü íå
òðåáóåòñÿ.

4. Ó Âàñè åñòü 12 ïàëî÷åê, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå 56. Äîêàæèòå, ÷òî èç êàêèõ-òî òð¼õ ïàëî÷åê ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì äëèíû ïàëî÷åê ïî âîçðàñòàíèþ: ïóñòü îíè ðàâíû a1, . . . , a12, ïðè-
÷¼ì a1 6 a2 6 a3 . . . 6 a12. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ak < ak−1 + ak−2 ïðè êàêîì-ëèáî k, òî èç
ïàëî÷åê äëèíîé ak, ak+1, ak+2 ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê. Ïîýòîìó ak > ak−1 + ak−2.

Ïîñêîëüêó a1 > 1 è a2 > 1, òî ïîëó÷àåì: a3 > 2, a4 > 3, a5 > 5, a6 > 8, a7 > 13, a8 > 21,
a9 > 34, a10 > 55, a11 > 89, a12 > 144 � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. ×èñëà 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è.

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êðàñèâûì, åñëè îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôàêòîðèàëîâ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
ïðàêòè÷íûì, åñëè îíî ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ êðàñèâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ïðàêòè÷íîå.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 7 êëàññà.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 30◦, à óãîë C ðàâåí 105◦. Òî÷êà D � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Íàéäèòå óãîë BAD.

Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü CE � âûñîòà 4ACB, òîãäà BD = DC = DE = x (ìåäèàíà ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BCE, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû).

2. CE = CB/2 = x êàê êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëîì 30◦.

3. Ïîñêîëüêó ∠CAE = 180◦ − 105◦ − 30◦ = 45◦ è ∠CEA = 90◦, òî òðåóãîëüíèê CAE �
ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, è AE = CE = x.

4. ∠CED = 60◦ (óãîë ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà CDE), ïîýòîìó ∠AED = 90◦+60◦ =
150◦.

5. Èñêîìûé óãîë EAD � óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AED, ïîýòî-
ìó îí ðàâåí (180◦ − 150◦)/2 = 15◦.

Îòâåò: 15◦.

7. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå ó÷åíèêà Â, åñëè â áîëüøèíñòâå êîíòðîëüíûõ ðàáîò
îöåíêà ó ó÷åíèêà À âûøå, ÷åì ó ó÷åíèêà Â. Â êëàññå ïðîâåëè íåñêîëüêî ðàáîò (áîëüøå
òð¼õ). Ìîæåò ëè ïî èõ ðåçóëüòàòàì îêàçàòüñÿ, ÷òî ó÷åíèê À ó÷èòñÿ ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Â,
ó÷åíèê Â � ëó÷øå, ÷åì ó÷åíèê Ñ, à ó÷åíèê Ñ � ëó÷øå, ÷åì À?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 7 êëàññà.



Çàäà÷è äëÿ 9 êëàññà

1. Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 12-óãîëüíèêà ïîêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè âûáðàòü ëþáûå òðè âåðøèíû, îáðàçóþùèå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, òî êàê ìè-
íèìóì äâå èç íèõ îêðàøåíû â êðàñíûé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ êâàäðàò, êàê ìèíè-
ìóì òðè âåðøèíû êîòîðîãî êðàñíûå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 12 âåðøèí ïðàâèëüíîãî 12-óãîëüíèêà ìîæíî ðàçáèòü êàê íà ÷åòû-
ðå òðîéêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáðàçóåò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, òàê è íà òðè ÷åòâ¼ðêè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáðàçóåò êâàäðàò. Ó êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå
äâóõ êðàñíûõ âåðøèí, ïîýòîìó âñåãî êðàñíûõ òî÷åê íå ìåíüøå âîñüìè. Íî òîãäà, ïî ïðèí-
öèïó Äèðèõëå, îäèí èç òð¼õ êâàäðàòîâ äîëæåí èìåòü õîòÿ áû òðè êðàñíûõ âåðøèíû.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êðàñèâûì, åñëè îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôàêòîðèàëîâ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
ïðàêòè÷íûì, åñëè îíî ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ êðàñèâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ïðàêòè÷íîå.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 7 êëàññà.

3. Â òàðàêàíüèõ áåãàõ ó÷àñòâóþò 27 òàðàêàíîâ. Â êàæäîì çàáåãå áåãóò òðè òàðàêàíà. Ñêîðî-
ñòè âñåõ òàðàêàíîâ ðàçëè÷íû è ïîñòîÿííû â òå÷åíèå âñåõ çàáåãîâ. Ïîñëå êàæäîãî çàáåãà
ìû óçíà¼ì, â êàêîì ïîðÿäêå åãî ó÷àñòíèêè ïðèøëè ê ôèíèøó. Ìû õîòåëè áû óçíàòü äâóõ
ñàìûõ áûñòðûõ òàðàêàíîâ (â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå). Õâàòèò ëè äëÿ ýòîãî 14 çàáåãîâ?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 7 êëàññà.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 30◦, à óãîë C ðàâåí 105◦. Òî÷êà D � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Íàéäèòå óãîë BAD.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 8 êëàññà.

5. Ó Âàñè åñòü 12 ïàëî÷åê, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå
56. Äîêàæèòå, ÷òî èç êàêèõ-òî òð¼õ ïàëî÷åê ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà.

6. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé êîòîðîãî
ðàâíî 1090.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 8 êëàññà.

7. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 32 + 42 = 52. Ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî 102 + 112 + 122 = 132 + 142. À
ñóùåñòâóåò ëè 2015 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ
ïåðâûõ 1008 èç íèõ ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ïîñëåäíèõ 1007?

Ðåøåíèå. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 7 äëÿ 10 êëàññà (ñì. íèæå).

Îòâåò: ñóùåñòâóþò.

Çàäà÷è äëÿ 10 êëàññà

1. Áàãç Áàííè è Êðîëèê Ðîäæåð ïîñïîðèëè, êòî èç íèõ áûñòðåå ïðûãàåò. ×òîáû âûÿñ-
íèòü ýòî, îíè ðåøèëè ïðîâåñòè ñîðåâíîâàíèå: êàæäûé äîëæåí ïðûæêàìè ïðåîäîëåòü 50-
ìåòðîâóþ äèñòàíöèþ, çàòåì ðàçâåðíóòüñÿ è âåðíóòüñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Èçâåñòíî, ÷òî Áàãç
Áàííè ïðûãàåò íà 50 ñì, à Ðîäæåð íà 60 ñì, íî çà òî âðåìÿ, çà êîòîðîå Áàãç äåëàåò 6
ïðûæêîâ, Ðîäæåð äåëàåò 5. Êòî æå èç êðîëèêîâ ôèíèøèðóåò ïåðâûì?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êðîëèêîâ îäèíàêîâà. Îäíàêî Áàãç Áàííè



ïðîïðûãàåò ïî 50 ìåòðîâ â êàæäóþ ñòîðîíó, à Ðîäæåð � ïî 50 ì 40 ñì (ýòî íàèìåíüøåå
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå íå ìåíüøå 50 ìåòðîâ è êðàòíî äëèíå åãî ïðûæêà). Ïîýòîìó Áàãç
Áàííè âûèãðàåò.

2. Ïðè êàêèõ n ìîæíî ðàçðåçàòü êâàäðàò íà n ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íå âñå èç êîòîðûõ
ðàâíû?

Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü ñòîðîíó èñõîäíîãî êâàäðàòà ðàâíîé 1.

Ïðè n = 2 òàê ðàçðåçàòü êâàäðàò íåëüçÿ: ïðÿìîóãîëüíèêè áóäóò èìåòü ðàçìåðû 1 × a è
1× (1− a), è ïîäîáíû îíè ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè 1− a = a, íî â ýòîì ñëó÷àå îíè ðàâíû.
Ïðè n = 1, î÷åâèäíî, ýòî òîæå íåëüçÿ ñäåëàòü.

Ïðè âñåõ öåëûõ n > 3 óêàçàííîå ðàçðåçàíèå âîçìîæíî. Ïðèìåð ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.

1
n−1

1
n−1

1
n−1

1
n

n−1
n

1

3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî HOK(a, b) = HOK(a+2015, b+2016)?

Ðåøåíèå. Äà, ñóùåñòâóþò. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü ÷èñëà òàêèå, ÷òî b = a + 2015, ýòî
ëîãè÷íî, ïîòîìó ÷òî òîãäà â íàøèõ ÍÎÊàõ áóäåò ñîâïàäàòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî. Òîãäà
íàì íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî HOK(b−2015, b) = HOK(b, b+2016). Ïîïðîáóåì
âçÿòü b òàêîå, ÷òî b+ 2016 = 2 · (b− 2015), òî åñòü b = 2 · 2015 + 2016.

Ïðîâåðÿåì: HOK(4031, 6046) = HOK(29 ·139, 2 ·3023) = 2 ·29 ·139 ·3023 = HOK(6046, 8046).

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 30◦, à óãîë C ðàâåí 105◦. Òî÷êà D � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Íàéäèòå óãîë BAD.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 8 êëàññà.

5. Ðàññòàâüòå â êëåòêàõ êâàäðàòà 10×10 ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû èõ ñóììû
â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è (ïðè ýòîì óñëîâèè) êàê
ìîæíî ìåíüøèìè. Íà îäíîé èç äèàãîíàëåé óæå ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 è 2015
(ïîâòîðíî èõ èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ñòðîêå è â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, ïîìèìî ÷èñëà 2015,
ñòîÿò åù¼ 18 ÷èñåë, ñàìîå ìàëåíüêîå èç êîòîðûõ íå ìåíüøå 10. Ïîýòîìó ñóììà ÷èñåë â
ïîñëåäíåé ñòðîêå ïëþñ ñóììà ÷èñåë â ïîñëåäíåì ñòîëáöå íå ìåíüøå, ÷åì 2 · 2015 + (10 +
. . . + 27) = 4030 + 37 · 9 = 4363. Çíà÷èò, ñóììà â êàæäîì ðÿäó íå ìåíüøå 4363/2, òî åñòü
íå ìåíüøå 2182 (ïîñêîëüêó îíà öåëàÿ).

Äîáèòüñÿ îòâåòà 2182 âîçìîæíî, íàïðèìåð, òàê:



1 860 871 100 109 70 72 46 42 11
872 2 866 96 104 68 74 48 40 12
864 876 3 94 102 66 76 50 38 13
105 103 101 4 1624 64 78 52 36 15
91 93 95 1647 5 62 82 54 34 19
81 79 77 75 73 6 1683 56 32 20
69 67 65 63 61 1739 7 58 30 23
44 41 39 35 33 31 29 8 1896 26
45 47 49 51 53 55 59 1786 9 28
10 14 16 17 18 21 22 24 25 2015

×òîáû ïîëó÷èòü ýòó òàáëèöó, íóæíî ðàçáèòü ÷èñëà 10, 11, . . . , 25, 26, 28 íà äâå ãðóïïû ïî
äåâÿòü ÷èñåë ñ ðàâíûìè ñóììàìè, îäíó èç ãðóïï ðàçìåñòèòü â íèæíåé ñòðîêå, äðóãóþ � â
ïðàâîì ñòîëáöå. Äàëüøå ìîæíî çàïîëíèòü øåñòü ñòðîê è øåñòü ñòîëáöîâ áîëåå èëè ìåíåå
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ øåñòü ñâîáîäíûõ êëåòîê â òð¼õ ñòîëáöàõ
è òð¼õ ñòðîêàõ. Ýòî çàäà¼ò ñèñòåìó èç øåñòè óðàâíåíèé ñ øåñòüþ íåèçâåñòíûìè, ðåøàÿ
êîòîðóþ, ïîëó÷àåì îòâåò.

6. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ C1,
A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

AC

AB1

+
CB

CA1

+
BA

BC1

> 4.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì îòðåçêè AB1 = AC1 = x, CB1 = CA1 = z, BC1 = BA1 = y (îíè
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, òàê êàê ýòî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ èç îäíîé òî÷êè ê îêðóæíîñòè).
Òîãäà AC = x+ z, BC = y + z, AB = x+ y è íàøå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

x+ z

x
+

y + z

z
+

x+ y

y
> 4.

Âûäåëèì öåëûå ÷àñòè â äðîáÿõ è ñîêðàòèì èõ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ:

1 +
z

x
+ 1 +

y

z
+ 1 +

x

y
> 4,

z

x
+

y

z
+

x

y
> 1.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Çàìåòèì, ÷òî x, y, z � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîïóñòèì,
z > x, òîãäà z

x
> 1 è íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî, íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî âåðíî â

ñëó÷àÿõ, êîãäà y > z è x > y. Íî îäíî èç ýòèõ òð¼õ íåðàâåíñòâ îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ,
ïîòîìó ÷òî åñëè z < x è x < y, òî y íå ìîæåò áûòü ìåíüøå z.

7. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 32 + 42 = 52. Ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî 102 + 112 + 122 = 132 + 142. À
äëÿ ëþáîãî ëè íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóþò 2k + 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèõ, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ïåðâûõ k + 1 èç íèõ ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ïîñëåäíèõ k?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì äëÿ êàæäîãî k íàéòè òàêîé íàáîð ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ñðåäíåå èç íèõ
÷åðåç a, òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ýòî ÷èñëà a− k, . . . , a+ k. Ïî óñëîâèþ,

(a− k)2 + . . .+ (a− 1)2 + a2 = (a+ 1)2 + . . .+ (a+ k)2.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ñãðóïïèðóåì êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ a:

(k + 1)a2 − 2(k + (k − 1) + . . .+ 2 + 1)a+ (k2 + (k − 1)2 + . . .+ 12) =

= ka2 + 2(k + (k − 1) + . . .+ 2 + 1)a+ (k2 + (k − 1)2 + . . .+ 12).



Ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü:

a2 − 4(k + (k − 1) + . . .+ 2 + 1)a = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a = 0 èëè a = 4(k + (k − 1) + . . . + 2 + 1). Âòîðóþ èç ýòèõ ôîðìóë
ìîæíî óïðîñòèòü äî a = 2k(k+1), ïðîñóììèðîâàâ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ Ïðè a = 0
íåêîòîðûå èç ÷èñåë íàáîðà îòðèöàòåëüíû, òàê ÷òî ýòîò ñëó÷àé íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Çàòî âî âòîðîì ñëó÷àå âñå ÷èñëà â íàáîðå ïîëîæèòåëüíû, ïîñêîëüêó 2k(k + 1) > k. Èòàê,
ìû íàøëè íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Îòâåò: äà.

Çàäà÷è äëÿ 11 êëàññà

1. Áàãç Áàííè è Êðîëèê Ðîäæåð ïîñïîðèëè, êòî èç íèõ áûñòðåå ïðûãàåò. ×òîáû âûÿñ-
íèòü ýòî, îíè ðåøèëè ïðîâåñòè ñîðåâíîâàíèå: êàæäûé äîëæåí ïðûæêàìè ïðåîäîëåòü 50-
ìåòðîâóþ äèñòàíöèþ, çàòåì ðàçâåðíóòüñÿ è âåðíóòüñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Èçâåñòíî, ÷òî Áàãç
Áàííè ïðûãàåò íà 50 ñì, à Ðîäæåð íà 60 ñì, íî çà òî âðåìÿ, çà êîòîðîå Áàãç äåëàåò 6
ïðûæêîâ, Ðîäæåð äåëàåò 5. Êòî æå èç êðîëèêîâ ôèíèøèðóåò ïåðâûì?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 10 êëàññà.

2. Ïðè êàêèõ n ìîæíî ðàçðåçàòü êâàäðàò íà n ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íå âñå èç êîòîðûõ
ðàâíû?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 10 êëàññà.

3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî HOK(a, b) = HOK(a+2015, b+2016)?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 10 êëàññà.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 30◦, à óãîë C ðàâåí 105◦. Òî÷êà D � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Íàéäèòå óãîë BAD.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 8 êëàññà.

5. Â êàæäîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êå ïëîñêîñòè ðàñò¼ò äåðåâî äèàìåòðîì 10−6. Äðîâîñåê ñðóáèë
äåðåâî, ñòîÿùåå â òî÷êå (0, 0), è âñòàë â öåíòð ïåíüêà. Îãðàíè÷åíà ëè ÷àñòü ïëîñêîñòè,
êîòîðóþ îí ñóìååò óâèäåòü? Ñ÷èòàéòå êàæäîå äåðåâî áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé êîëîí-
íîé, îñü ñèììåòðèè êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî âèäèìàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòå ñ öåíòðîì (0, 0)
è ñòîðîíîé 107.

Èñïóñòèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷ è äîêàæåì, ÷òî îí ïðîéä¼ò ÷åðåç êàêîå-íèáóäü äå-
ðåâî, ðàñòóùåå â ïðåäåëàõ ýòîãî êâàäðàòà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ëó÷ ïåðåñåêàåò âåðõíþþ ÷àñòü ïðàâîé ñòîðîíû êâàäðàòà, òî åñòü çàäà¼òñÿ óðàâíåíè-
åì y = kx ïðè x > 0, ãäå êîýôôèöèåíò k ∈ (0; 1). Òîãäà ëó÷ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
(1, k), (2, 2k), . . . , (3 · 106, 3 · 106k), . . ., ëåæàùèå âíóòðè êâàäðàòà. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç
÷èñåë k, 2k, . . . , 3 · 106k îòëè÷àåòñÿ îò öåëîãî ÷èñëà ìåíåå ÷åì íà 10−6/2, òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ òî÷êà ëåæèò âíóòðè äåðåâà, è ÷àñòü ëó÷à, íàõîäÿùóþñÿ çà íåé, äðîâîñåê íå ìîæåò
óâèäåòü.

Ðàññìîòðèì äðîáíûå ÷àñòè ýòèõ ÷èñåë: ïóñòü ai = {i · k}, i = 1, . . . , 3 · 106. Òîãäà âñå ÷èñëà
ai ëåæàò íà îòðåçêå [0; 1), ïîýòîìó íàéäóòñÿ äâà èç íèõ, al è am (l < m), ñ ðàçíîñòüþ,
ìåíüøåé 10−6/2 (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèå). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî (m − l)k
îòëè÷àåòñÿ îò öåëîãî ÷èñëà ìåíåå ÷åì íà 10−6/2, òî åñòü òî÷êà (m − l, (m − l)k) ëåæèò
âíóòðè äåðåâà.



6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ìîãóò ñëóæèòü ðàäèóñàìè
÷åòûð¼õ ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ ñôåð.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 1, 1, 1, 1/100. Öåíòðû òð¼õ ñôåð ðàäèóñà 1 îáðàçóþò ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíîé 2. Öåíòð D ÷åòâ¼ðòîé ñôåðû äîëæåí áûòü óäàë¼í îò êàæ-
äîé èç òî÷åê A, B, C íà 1,01. Íåâîçìîæíîñòü ýòîãî î÷åâèäíà, íî äîêàæåì å¼ ñòðîãî. Ïóñòü
D′ � ïðîåêöèÿ D íà ïëîñêîñòü ABC. Òîãäà èç ðàâåíñòâà DA = DB = DC ñëåäóåò ðà-
âåíñòâî D′A = D′B = D′C (ýòî êàòåòû ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âòîðûì êàòåòîì
êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ DD′, à ãèïîòåíóçàìè � DA, DB, DC). Çíà÷èò, D′ � öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè 4ABC. Íî òîãäà D′A > 1,01, à DA åù¼ áîëüøå.

7. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 32 + 42 = 52. Ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî 102 + 112 + 122 = 132 + 142. À
äëÿ ëþáîãî ëè íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóþò 2k + 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèõ, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ïåðâûõ k + 1 èç íèõ ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ïîñëåäíèõ k?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 10 êëàññà.


