Olimpiada matematica internacional
“Férmula de la Unidad” / “El Tercer Milenio”
Ano escolar 2018-2019. Etapa preliminar

Problemas para el nivel R5

. Multiplicaron varios nimeros de un digito entre los cuales no habia ni doses ni cincos.
,Puede el producto ser un ntiimero que se escribe utilizando sélo las cifras 2 y 57

. Hay una reticula de 5 x 9 puntos (en la figura abajo). Trace 15 tridngulos con los vértices
en estos puntos de tal manera que los tridngulos ni se intersequen ni se toquen.

. Un arbol de manzanas verdes tenia dos veces mds manzanas que un arbol de manzanas
rojas. Judn derrib6 unas manzanas, y ahora hay tres veces mds manzanas rojas que las
verdes en los darboles. ;Podrd Judn otra vez derribar de los drboles la misma cantidad de
manzanas que ya derrib6?

. En el pafs de las maravillas viven los Hobbits y los Vikingos. Una vez 27 habitantes se
sentaron en una mesa redonda a distancias iguales entre los vecinos. Resulté que entre
cada pareja de hobbits se sentaron por lo menos dos vikingos. Demuestre que habian tres
vikingos que se sentaron a distancias iguales uno de otro.

. Los nimeros de 1 al 49 estdn escritos en las casillas de un cuadrado de tamano 7 x 7
cuadriculado de tal manera que las cantidades de ntimeros impares en cada fila son distintas.
,Podrian las cantidades de nimeros impares en cada columna también ser distintas?

. Marco propone a Valeria el siguiente juego. Al inicio Valeria elige quien va primero, luego
cada jugador en su turno escribe uno de los nimeros de 1 al 9, sin repetir cualquier ntimero.
Si una jugada resulta en que algunos dos de los nimeros escritos se suman a un tercer
nimero escrito, el jugador pierde. ;Cémo debe jugar Valeria para ganar?

. Un cajero bancario dispone de billetes de 100, 200, 500, 1000, 2000 y 5000 rublos. Pedro
tiene una tarjeta con 10000 rublos y quiere sacar una cantidad de dinero del cajero y después
comprar un pasaje de tren en una taquilla automética. Se sabe que el precio del pasaje es un
multiplo de 100, no mayor a 10000 rublos. La taquilla automa&tica no da cambio. Utilizando
el cajero Pedro puede especificar la cantidad para sacar, pero no las denominaciones de
billetes. ;Puede Pedro comprar un pasaje utilizando el cajero maximo dos veces?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pédgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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Problemas para el nivel R6

. Multiplicaron varios nimeros de un digito entre los cuales no habia ni doses ni cincos.
,Puede el producto ser un ntiimero que se escribe utilizando sélo las cifras 2 y 57

. Un drbol de manzanas verdes tenia dos veces mds manzanas que un arbol de manzanas
rojas. Judn derrib6 unas manzanas, y ahora hay tres veces mds manzanas rojas que las
verdes en los drboles. ;Podrd Judn otra vez derribar de los drboles la misma cantidad de
manzanas que ya derrib6?

. En el pafs de las maravillas viven los Hobbits y los Vikingos. Una vez 27 habitantes se
sentaron en una mesa redonda a distancias iguales entre los vecinos. Resulté que entre
cada pareja de hobbits se sentaron por lo menos dos vikingos. Demuestre que habian tres
vikingos que se sentaron a distancias iguales uno de otro.

. Los nimeros de 1 al 49 estan escritos en las casillas de un cuadrado de tamano 7 x 7
cuadriculado de tal manera que las cantidades de ntimeros impares en cada fila son distintas.
;Podrian las cantidades de nimeros impares en cada columna también ser distintas?

. Para cada ntimero de cuatro cifras distintas de cero se forma una lista de todas las
permutaciones de sus cifras en orden ascendente. Por ejemplo, para el nimero 3433 tenemos
la siguiente lista: 3334, 3343, 3433, 4333. El numero se llama desafortunado si ocupa el
decimotercer lugar en su lista. ; Cudntos nimeros desafortunados hay?

. Un cajero bancario dispone de billetes de 100, 200, 500, 1000, 2000 y 5000 rublos. Pedro
tiene una tarjeta con 10000 rublos y quiere sacar una cantidad de dinero del cajero y después
comprar un pasaje de tren en una taquilla automética. Se sabe que el precio del pasaje es un
miiltiplo de 100, no mayor a 10000 rublos. La taquilla automaética no da cambio. Utilizando
el cajero Pedro puede especificar la cantidad para sacar, pero no las denominaciones de
billetes. ;Puede Pedro comprar un pasaje utilizando el cajero méximo dos veces?

. ;Podemos cortar un cuadrado en 144 partes iguales y después armar de todas estas partes
tres cuadrados de tamanos distintos?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pédgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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“Férmula de la Unidad” / “El Tercer Milenio”
Ano escolar 2018-2019. Etapa preliminar

Problemas para el nivel R7

. En un pizarréon estd escrito un nimero de cinco cifras distintas de cero. Diego borré la
primera cifra a la izquierda y observé que el nimero inicial era un miltiplo del nimero
que le quedd. Diego borré otra vez la primera cifra y observé que el segundo nimero era
un multiplo del nimero que le quedé. Borré la primera cifra dos veces més y resulté que
cada vez el nimero anterior era un multiplo del que le quedaba. Proporcione un ejemplo
del nimero inicial.

. En el pafs de las maravillas viven los Hobbits y los Vikingos. Una vez 27 habitantes se
sentaron en una mesa redonda a distancias iguales entre los vecinos. Resulté que entre
cada pareja de hobbits se sentaron por lo menos dos vikingos. Demuestre que habian tres
vikingos que se sentaron a distancias iguales uno de otro.

. Un nidmero se puede representar como la suma de ocho niimeros primos distintos, pero no
como la suma de ocho numeros compuestos distintos. ; Podriamos representar este niimero
como el producto de un nimero primo y un nimero compuesto?

. Los nimeros de 1 al 49 estdn escritos en las casillas de un cuadrado de tamano 7 x 7
cuadriculado de tal manera que las cantidades de ntimeros impares en cada fila son distintas.
,Podrian las cantidades de nimeros impares en cada columna también ser distintas?

. Para cada nimero de cuatro cifras distintas de cero se forma una lista de todas las
permutaciones de sus cifras en orden ascendente. Por ejemplo, para el nimero 3433 tenemos
la siguiente lista: 3334, 3343, 3433, 4333. El nimero se llama excelente si ocupa el quinto
lugar en su lista. ;Cudntos nimeros excelentes hay?

. Tres coleccionistas de arte A, B y C' pusieron algunos de sus cuadros en subasta. A puso
el 3% de sus cuadros, B puso el 7% de los suyos, y C puso el 20%. B compré todos los
cuadros subastados por A, C' compro todos los subastados por B, A comprdé los del C'. Si al
final de la subasta el total de cuadros de cada coleccionista no cambid, jcuédl es el nimero
minimo (distinto de cero) de cuadros subastados?

. {Podemos cortar un cuadrado en 144 partes iguales y después armar de todas estas partes
tres cuadrados de tamanos distintos?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pdgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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Problemas para el nivel R8

. En un pizarréon estd escrito un nimero de cinco cifras distintas de cero. Diego borré la
primera cifra a la izquierda y observé que el nimero inicial era un miltiplo del nimero
que le quedd. Diego borré otra vez la primera cifra y observé que el segundo nimero era
un multiplo del nimero que le quedé. Borré la primera cifra dos veces més y resulté que
cada vez el nimero anterior era un multiplo del que le quedaba. Proporcione un ejemplo
del nimero inicial.

. En el pafs de las maravillas viven los Hobbits y los Vikingos. Una vez 27 habitantes se
sentaron en una mesa redonda a distancias iguales entre los vecinos. Resulté que entre
cada pareja de hobbits se sentaron por lo menos dos vikingos. Demuestre que habian tres
vikingos que se sentaron a distancias iguales uno de otro.

. Cien borregos corren en una fila a distancia de 6 m uno detrds de otro y con una velocidad
de 5km/h. Un pastor camina en el sentido contrario con una velocidad de 1 km/h. Al
encontrarse con el pastor un borrego de inmediato empieza a correr en el sentido contrario
con la misma velocidad. ;Cuadl es la distancia entre borregos en su movimiento contrario?

. Tres coleccionistas de arte A, B y C pusieron algunos de sus cuadros en subasta. A puso
el 3% de sus cuadros, B puso el 7% de los suyos, y C puso el 20%. B compré todos los
cuadros subastados por A, C' compro todos los subastados por B, A comprdé los del C'. Si al
final de la subasta el total de cuadros de cada coleccionista no cambid, ;cudl es el niimero
minimo (distinto de cero) de cuadros subastados?

. Utilizando los lados AB y BC' del cuadrado ABC'D como bases, construyeron tridngulos
equilateros ABK y BCE de tal manera que el punto K pertenece a la regién interior del
cuadrado, mientras el punto E pertenece a la regién exterior. Demuestre que K pertenece
al segmento DFE.

. {Podemos cortar un cuadrado en 144 partes iguales y después armar de todas estas partes
tres cuadrados de tamanos distintos?

. En un torneo de tenis participaron n jugadores y cada uno jugé un partido con todos los
demds. ;Para qué valor minimo de n siempre habrd 4 jugadores X, Y, Z y T tales que X
ganaa Y, ZyT;Y ganaa ZyT; Z gana a T"?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pédgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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Problemas para el nivel R9

. En un pizarréon estd escrito un nimero de cinco cifras distintas de cero. Diego borré la
primera cifra a la izquierda y observé que el nimero inicial era un miltiplo del nimero
que le quedd. Diego borré otra vez la primera cifra y observé que el segundo nimero era
un multiplo del nimero que le quedé. Borré la primera cifra dos veces més y resulté que
cada vez el nimero anterior era un multiplo del que le quedaba. Proporcione un ejemplo
del nimero inicial.

. Jorge construyo dos trinomios cuadrados con raices naturales, luego sumoé los trinomios, y
encontré que las raices de la suma también son ntimeros naturales. jPueden las seis raices
ser todas distintas?

. Cien borregos corren en una fila a distancia de 6 m uno detrds de otro y con una velocidad
de 5km/h. Un pastor camina en el sentido contrario con una velocidad de 1 km/h. Al
encontrarse con el pastor un borrego de inmediato empieza a correr en el sentido contrario
con la misma velocidad. ;Cuadl es la distancia entre borregos en su movimiento contrario?

. Utilizando los lados AB y BC del cuadrado ABC'D como bases, construyeron tridngulos
equildteros ABK y BCFE de tal manera que el punto K pertenece a la regién interior del
cuadrado, mientras el punto E pertenece a la regién exterior. Demuestre que K pertenece
al segmento DFE.

. La popularidad de una cifra es la cantidad de los nimeros del conjunto 2°, 21,22, ..., 2999999

que inician con esta cifra a la izquierda. Demuestre que existen dos cifras tales que la
popularidad de una de ellas es por lo menos 5 veces méas grande que la popularidad de la
otra.

. Las diagonales de un cuadrilatero convexo son perpendiculares. ;Pueden los lados del
cuadrildtero tener medidas de cuatro niimeros naturales consecutivos?

. En un torneo de tenis participaron n jugadores y cada uno jugé un partido con todos los
demds. ;Para qué valor minimo de n siempre habrd 4 jugadores X, Y, Z y T tales que X
ganaa Y, ZyT;Y ganaa ZyT; Z ganaa T?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pédgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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Problemas para el nivel R10

. ¢ Existen tres trinomios cuadrados distintos, tales que el producto de cualquier par de ellos
se divide entre el tercero?

2. Los nimeros de 1 al 49 estdn escritos en las casillas de un cuadrado de tamano 7 x 7
cuadriculado de tal manera que las cantidades de niimeros impares en cada fila son distintas.
;Podrian las cantidades de nimeros impares en cada columna también ser distintas?

3. Grafique en el plano cartesiano el conjunto de los puntos para los cuales la expresion

(@ + 9 =4y +3)° 8- Va2 + 9’ — V2 + (y - 3)?)

toma su valor maximo posible.

4. La popularidad de una cifra es la cantidad de los niimeros del conjunto 2°,2!,22 ... 299999

que inician con esta cifra a la izquierda. Demuestre que existen dos cifras tales que la
popularidad de una de ellas es por lo menos 5 veces més grande que la popularidad de la
otra.

5. Hay una reticula de m x n puntos; la cantidad total de los puntos es un miltiplo de 3 (por
ejemplo, en la figura abajo se muestra una reticula de 3 x 9). ;Para qué valores de m y
n es imposible trazar "* tridngulos con los vértices en estos puntos de tal manera que los
tridngulos ni se intersequen ni se toquen.

6. En un tridngulo ABC' las bisectrices AK, BL, C'M se cortan en el punto /. Demuestre que

1K 1L IM 3
IA + 1B c > 2°

7. Hay cien nimeros, al inicio cada nimero es igual a cero. Un paso consiste en escoger
9 nimeros y después restar 1 del primero, restar 2 del segundo, ..., restar 8 del octavo,
pero sumar 9 al noveno. ;Cudl es la cantidad maxima de nimeros que podemos convertir
en positivos utilizando pasos asi?

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serdn invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pédgina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.
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Problemas para el nivel R11

. Encuentre dos niimeros positivos tales que el cuadrado del primer nimero es 16 veces mayor
que el cubo del segundo, y el cuadrado del segundo nimero es 2 veces menor que el cubo
del primero.

2. Los nimeros de 1 al 49 estdn escritos en las casillas de un cuadrado de tamano 7 x 7
cuadriculado de tal manera que las cantidades de nimeros impares en cada fila son distintas.
,Podrian las cantidades de nimeros impares en cada columna también ser distintas?

3. La popularidad de una cifra es la cantidad de los ntiimeros del conjunto 20,2, 22, ... 2999999

que inician con esta cifra a la izquierda. Demuestre que existen dos cifras tales que la
popularidad de una de ellas es por lo menos 5 veces més grande que la popularidad de la
otra.

4. Hay una reticula de m x n puntos; la cantidad total de los puntos es un muiltiplo de 3 (por

ejemplo, en la figura abajo se muestra una reticula de 3 x 9). ;Para qué valores de m y

n es imposible trazar “* tridngulos con los vértices en estos puntos de tal manera que los

tridngulos ni se intersequen ni se toquen.

5. En un tridngulo ABC' las bisectrices AK, BL, C'M se cortan en el punto I. Demuestre que

IK | IL 4 IM 5 3
A IB c = 2

6. Hay cien numeros, al inicio cada nimero es igual a cero. Un paso consiste en escoger
9 nimeros y después restar 1 del primero, restar 2 del segundo, ..., restar 8 del octavo,
pero sumar 9 al noveno. ;Cudl es la cantidad maxima de nimeros que podemos convertir
en positivos utilizando pasos asi?

7. Encuentre un ejemplo de un poliedro tal que sus proyecciones sobre los tres planos coordenados
son: un tridngulo regular, un cuadrilatero regular y un hexdgono regular. Indique las
coordenadas de cada vértice del poliedro, proporcione la lista de sus aristas y sus caras.

e Las fechas de la etapa preliminar: de 15 de octubre hasta 12 de noviembre inclusive. Los ganadores
de la etapa preliminar serén invitados a la etapa presencial que se llevard a cabo en enero/febrero de 2019.
e Recuerde que la mayoria de los problemas requiere una justificacion completa de la respuesta.

e Los trabajos se aceptan en forma electrénica (archivos editados en computadora o imdgenes escaneadas
de las hojas). Sélo en casos extraordinarios se aceptan trabajos en fisico enviados por correo postal. Las
instrucciones detalladas se encuentran en la pagina formulo.org.

e El trabajo no debe contener datos personales del participante. No incluya su nombre, correo, etc. en
el trabajo. Los datos personales se envian en un formulario por separado.

e La participacién en la Olimpiada es individual. Los trabajos sospechosos de ser copias o trabajo colectivo
no serdn calificados.



