
Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 5 класу

1. Покажiть, як розрiзати цей квадрат на чотири частини однакових форми та розмiру,
якщо рiзати можна тiльки по проведених лiнiях.

2. Чи iснують такi рiзнi натуральнi числа a i b, що a кратне b, a + 1 кратне b + 1, a + 2
кратне b+ 2?

3. У магазинi iграшок продаються синi автомобiлi, синi автобуси, синi кораблi та зеленi
потяги. Купивши декiлька iграшок, Рома виявив, що у його покупцi половину синiх
iграшок складають автомобiлi, а половину сухопутних транспортних засобiв — авто-
буси. Скiльки кораблiв купив Рома?

4. Залишившись удома на самотi, Андрiй прислухався до крапель, якi падали зi дзвоном
на умивальник iз нещiльно закритого крану через однаковi промiжки часу . Мiж пер-
шим i передостаннiм ударами проминуло 48 хвилин, а мiж п’ятим i останнiм ударами —
44 хвилини. Скiльки усього ударiв почув Андрiй?

5. Назвемо натуральне число хорошим, якщо усi цифри, що входять в його запис, повто-
рюються в ньому хоча б двiчi (наприклад, 1522521 — хороше, а 1522522 — нi). Скiльки
iснує трицифрових хороших чисел без нуля у записi?

6. Прямокутний лист 210 мм × 300 мм потрiбно розрiзати без залишку на прямокутники
однакового розмiру, у яких довжина вдвiчi бiльше ширини. Якою може бути макси-
мальна площа одного такого прямокутника? Вiдповiдь обґрунтуйте.

7. Усi iстоти на планетi Пандора дiляться на лицарiв (що говорять тiльки правду), бреху-
нiв (що говорять тiльки брехню) i тварин (що не говорять нiчого). Якось сiм мешканцiв
Пандори (А, Б, В, Г, Д, Е, Є) вимовили по фразi.
А: «Б i Г — брехуни».
Б: «На Пандорi живуть бiлi леви».
В: «Серед нас сiмох рiвно два лицарi».
Г: «На Пандорi немає анi бiлих левiв, анi зелених тигрiв».
Д: «Ми з А обоє брехуни».
Е: «На Пандорi бiльше зелених тигрiв, нiж золотих носорогiв».
Є: «Серед нас сiмох рiвно 5 брехунiв».
Встановiть, чи є на Пандорi золотi носороги.

8. Рiд Собакiних заснований деяким Тимофiєм Собакiним. Вiдомо, що нiхто з чоловiкiв
цього роду не помирав до 30 рокiв. А ще у кожного чоловiка в цьому родi було 2 або
3 сини, причому кожен син народжувався, коли батьку вже було 25 рокiв, але ще не
виповнилося 30. Зараз у родi Собакiних 125 чоловiкiв (не рахуючи померлих). У якому
столiттi народився Тимофiй Собакiн?



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 6 класу

1. Покажiть, як розрiзати цей квадрат на чотири частини однакових форми та розмiру,
якщо рiзати можна тiльки по проведених лiнiях.

2. У магазинi iграшок продаються синi автомобiлi, синi автобуси, синi кораблi та зеленi
потяги. Купивши декiлька iграшок, Рома виявив, що у його покупцi половину синiх
iграшок складають автомобiлi, а половину сухопутних транспортних засобiв — авто-
буси. Скiльки кораблiв купив Рома?

3. Залишившись удома на самотi, Андрiй прислухався до крапель, якi падали зi дзвоном
на умивальник iз нещiльно закритого крану через однаковi промiжки часу . Мiж пер-
шим i передостаннiм ударами проминуло 48 хвилин, а мiж п’ятим i останнiм ударами —
44 хвилини. Скiльки усього ударiв почув Андрiй?

4. Чи можна у таблицi з 5 рядкiв i 6 стовпчикiв розмiстити числа вiд 1 до 30 (кожне
по одному разу) так, щоб у кожному стовпчику сума була меншою, нiж у кожному
рядку?

5. Назвемо натуральне число хорошим, якщо усi цифри, що входять в його запис, повто-
рюються в ньому хоча б двiчi (наприклад, 1522521 — хороше, а 1522522 — нi). Скiльки
iснує чотирицифрових хороших чисел без нуля у записi?

6. Прямокутний лист 210 мм × 297 мм потрiбно розрiзати без залишку на прямокутники
однакового розмiру, у яких довжина вдвiчi бiльше ширини. Якою може бути макси-
мальна площа одного такого прямокутника? Вiдповiдь обґрунтуйте.

7. Рiд Собакiних заснований деяким Тимофiєм Собакiним. Вiдомо, що нiхто з чоловiкiв
цього роду не помирав до 30 рокiв. А ще у кожного чоловiка в цьому родi було 2 або
3 сини, причому кожен син народжувався, коли батьку вже було 25 рокiв, але ще не
виповнилося 30. Зараз у родi Собакiних 125 чоловiкiв (не рахуючи померлих). У якому
столiттi народився Тимофiй Собакiн?

8. В одному парку є бамбук, який щоночi з незапам’ятних часiв стає вище на одну i
ту саму величину. Щодня садiвник вiдрiзує вiд нього цiлу кiлькiсть метрiв так, щоб
частина, що залишилася, була заввишки менше метра. Довжину вiдрiзаної частини
вiн записує в спецiальний зошит.
а) Чи можливо, щоб за десять послiдовних днiв у зошит було записано (саме у такому
порядку) такi десять чисел: 7, 7, 7, 6, 7, 7, 6, 7, 7, 7?
б) А чи можлива така послiдовнiсть: 7, 7, 7, 6, 7, 6, 7, 7, 6, 7?
У кожному випадку обгрунтуйте вiдповiдь.



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 7 класу

1. Покажiть, як вирiзати 12 трьохклiтинних «кутикiв» (див. малюнок) iз дошки
8×8 так, щоб iз частини дошки, що залишилася, не можна було вирiзати бiльше
жодного кутика. Кутики можна повертати.

2. Наведiть 7 рiзних натуральних чисел, сума яких дорiвнює їх найменшому спiльному
кратному.

3. На сторонi CD квадрата ABCD вiдмiчено точку E. Бiсектриси кутiв EAB i EAD
перетинають сторони BC i CD у точках M i N вiдповiдно. На променi AE вiдмiчено
таку точку F , що AF = AB. Доведiть, що F лежить на прямiй MN .

4. Назвемо натуральне число хорошим, якщо усi цифри, що входять в його запис, повто-
рюються в ньому хоча б двiчi (наприклад, 1522521 — хороше, а 1522522 — нi). Скiльки
iснує п’ятицифрових хороших чисел без нуля у записi?

5. Медiантою двох нескоротних дробiв m
n

i p
q
називається нескоротний дрiб, значення

якого рiвне m+p
n+q

. Нехай z — медiанта для x i y, u — медiанта для x i z, а v — медiанта
для y i z. Чи можна стверджувати, що z — медiанта для u i v?

6. У наведенiй таблицi 12 чисел зафарбували в синiй колiр, а iншi 12 — у червоний,
причому сума синiх чисел у 4 рази бiльше, нiж сума червоних. Яке число залишилося
незафарбованим?

5 11 7 12 1
34 13 2 22 17
24 51 9 51 19
16 32 10 20 42
27 2017 67 99 100

7. В одному парку є бамбук, який щоночi з незапам’ятних часiв стає вище на одну i
ту саму величину. Щодня садiвник вiдрiзує вiд нього цiлу кiлькiсть метрiв так, щоб
частина, що залишилася, була заввишки менше метра. Довжину вiдрiзаної частини
вiн записує в спецiальний зошит.
а) Чи можливо, щоб за десять послiдовних днiв у зошит було записано (саме у такому
порядку) такi десять чисел: 7, 7, 7, 6, 7, 7, 6, 7, 7, 7?
б) А чи можлива така послiдовнiсть: 7, 7, 7, 6, 7, 6, 7, 7, 6, 7?
У кожному випадку обгрунтуйте вiдповiдь.

8. Квадратний лiс розбито на мiльйон рiвних квадратiв, у центрi кожного з яких росте
дерево. Деякi дерева можна спиляти, тодi замiсть них з’являються пнi. Кажуть, що
з одного пня видно iнший, якщо на вiдрiзку, що сполучає їх, немає жодного дерева
(хоча на ньому можуть розташовуватися iншi пнi). Яку максимальну кiлькiсть дерев
можна спиляти, щоб iз жодного пня не було видно жоден iнший пень? Вважайте, що
дерева та пнi не мають товщини.



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 8 класу

1. Покажiть, як вирiзати 12 трьохклiтинних «кутикiв» (див. малюнок) iз дошки
8×8 так, щоб iз частини дошки, що залишилася, не можна було вирiзати бiльше
жодного кутика. Кутики можна повертати.

2. На сторонi CD квадрата ABCD вiдмiчено точку E. Бiсектриси кутiв EAB i EAD
перетинають сторони BC i CD у точках M i N вiдповiдно. На променi AE вiдмiчено
таку точку F , що AF = AB. Доведiть, що F лежить на прямiй MN .

3. Назвемо натуральне число хорошим, якщо усi цифри, що входять в його запис, повто-
рюються в ньому хоча б двiчi (наприклад, 1522521 — хороше, а 1522522 — нi). Скiльки
iснує шестицифрових хороших чисел без нуля у записi?

4. В однiй країнi використовують квадратнi листи паперу стандартних форматiв, що
визначаються так : «Лист К0 має сторону в 1 метр. Якщо у квадрат К0 вписати коло,
а в нього знову вписати квадрат, то цей другий квадрат матиме формат К1. Якщо
вписати в К1 коло, а в нього знову вписати квадрат, то отримаємо аркуш формату
К2. Аналогiчно визначаються формати аж до К10». Петя побував у цiй країнi та
купив там синiй аркуш К0 та бiлi аркушi К1, К2, ..., К10 (усiх по одному). Чи зможе
вiн розрiзати бiлi аркушi на частини та повнiстю обклеїти ними синiй аркуш (з одного
боку)?

5. У наведенiй таблицi 12 чисел зафарбували в синiй колiр, а iншi 12 — у червоний,
причому сума синiх чисел у 4 рази бiльше, нiж сума червоних. Яке число залишилося
незафарбованим?

5 11 7 12 1
34 13 2 22 17
24 51 9 51 19
16 32 10 20 42
27 2017 67 99 100

6. Квадратний лiс розбито на мiльйон рiвних квадратiв, у центрi кожного з яких росте
дерево. Деякi дерева можна спиляти, тодi замiсть них з’являються пнi. Кажуть, що
з одного пня видно iнший, якщо на вiдрiзку, що сполучає їх, немає жодного дерева
(хоча на ньому можуть розташовуватися iншi пнi). Яку максимальну кiлькiсть дерев
можна спиляти, щоб iз жодного пня не було видно жоден iнший пень? Вважайте, що
дерева та пнi не мають товщини.

7. Розв’яжiть систему рiвнянь:
a (b− c+ 1) = b2 − bc+ c,

b (c− a+ 1) = c2 − ca+ a,

c (a− b+ 1) = a2 − ab+ b.

8. Для яких n > 1 знайдуться n рiзних натуральних чисел, сума яких дорiвнює їх най-
меншому спiльному кратному?



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 9 класу

1. У магазинi iграшок продаються синi автомобiлi, синi автобуси, синi кораблi та зеленi
потяги. Купивши декiлька iграшок, Рома виявив, що у його покупцi половину синiх
iграшок складають автомобiлi, а половину сухопутних транспортних засобiв — авто-
буси. Скiльки кораблiв купив Рома?

2. Медiантою двох нескоротних дробiв m
n

i p
q
називається нескоротний дрiб, значення

якого рiвне m+p
n+q

. Наведiть приклад дев’яти нескоротних дробiв, кожен iз яких, окрiм
двох крайнiх, слугував би медiантою для двох сусiднiх з ним (у порядку зростання).

3. Чи можна вiдмiтити на площинi п’ять точок, що не лежать на однiй прямiй, так, щоб
вiдстань мiж кожними двома з них виражалася цiлим числом?

4. Назвемо натуральне число хорошим, якщо усi цифри, що входять в його запис, повто-
рюються в ньому хоча б двiчi (наприклад, 1522521 — хороше, а 1522522 — нi). Скiльки
iснує семицифрових хороших чисел без нуля у записi?

5. Дано прямокутний рiвнобедрений трикутник ABC iз прямим кутом A. На сторонах
AB i AC зовнi 4ABC побудовано рiвнi гострокутнi трикутники ABP i ACQ (PB =
AQ). Прямi PB i CQ перетинаються в точцi M . Доведiть, що: а) PA ⊥ QC; б) MA ⊥
PQ.

6. Нехай S(n) означає суму цифр натурального числа n. Скiльки розв’язкiв має наступне
рiвняння?

S(n) + S2(n) + . . .+ S2016(n) = 20172017.

Тут S2(n) = S(S(n)), S3(n) = S(S2(n)), S4(n) = S(S3(n)) тощо.

7. Розв’яжiть систему рiвнянь:
a (b− c+ 1) = b2 − bc+ c,

b (c− a+ 1) = c2 − ca+ a,

c (a− b+ 1) = a2 − ab+ b.

8. Точки числової осi зафарбовано у 4 кольори: тi, що вiдповiдають парним числам —
чорнi; тi, що непарним — бiлi; на iнтервалах вiд чорних до бiлих (за зростанням)
— червонi, а на iнтервалах вiд бiлих до чорних — синi. У стартовий момент часу два
коники знаходяться у рiзних точках A i B мiж 0 i 1. Через кожну одиницю часу обидва
коники здiйснюють стрибок, що подвоює їхню координату (перший — в точки 2A, 4A,
8A тощо, другий — в 2B, 4B, 8B тощо). Чи можна стверджувати, що у деякий момент
часу коники опиняться у точках, зафарбованих у рiзнi кольори?



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 10 класу

1. Прямокутний лист 210 мм × 300 мм потрiбно розрiзати без залишку на прямокутники
однакового розмiру, у яких довжина вдвiчi бiльше ширини. Якою може бути макси-
мальна площа одного такого прямокутника? Вiдповiдь обґрунтуйте.

2. Чи можна вiдмiтити на площинi п’ять точок, що не лежать на однiй прямiй, так, щоб
вiдстань мiж кожними двома з них виражалася цiлим числом?

3. Усi iстоти на планетi Пандора дiляться на лицарiв (що говорять тiльки правду), бреху-
нiв (що говорять тiльки брехню) i тварин (що не говорять нiчого). Якось сiм мешканцiв
Пандори (А, Б, В, Г, Д, Е, Є) вимовили по фразi.
А: «Б i Г — брехуни».
Б: «На Пандорi живуть бiлi леви».
В: «Серед нас сiмох рiвно два лицарi».
Г: «На Пандорi немає анi бiлих левiв, анi зелених тигрiв».
Д: «Ми з А обоє брехуни».
Е: «На Пандорi бiльше зелених тигрiв, нiж золотих носорогiв».
Є: «Серед нас сiмох рiвно 5 брехунiв».
Встановiть, чи є на Пандорi золотi носороги.

4. У грi «Що? Де? Коли?» використовується круглий барабан, розбитий на 13 секторiв.
Спочатку в кожному секторi лежить питання. Стрiлка, обертаючись випадковим чи-
ном, указує з однаковою ймовiрнiстю на будь-який iз секторiв. У кожному раундi гри
задається питання з сектора, на який указала стрiлка; але якщо це питання вже було
задане, то використовується наступне за годинниковою стрiлкою незадане питання.
Занумеруємо питання за годинниковою стрiлкою вiд 1 до 13. Припустимо, що пiсля
декiлькох раундiв поставлено питання 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10. Для якого з питань, що за-
лишилися, ймовiрнiсть випасти в одному з двох найближчих раундiв максимальна?
(Вважайте, що найближчi два раунди будуть зiгранi.)

5. Точка O — центр рiвностороннього трикутника ABC. Коло, що проходить через точки
A i O, перетинає сторони AB i AC в точкахM iN вiдповiдно. Доведiть, що AN = BM .

6. Як змiнюється кiлькiсть коренiв рiвняння x2 + p =
√
x− p у залежностi вiд значення

параметра p?

7. Точки числової осi зафарбовано у 4 кольори: тi, що вiдповiдають парним числам —
чорнi; тi, що непарним — бiлi; на iнтервалах вiд чорних до бiлих (за зростанням)
— червонi, а на iнтервалах вiд бiлих до чорних — синi. У стартовий момент часу два
коники знаходяться у рiзних точках A i B мiж 0 i 1. Через кожну одиницю часу обидва
коники здiйснюють стрибок, що подвоює їхню координату (перший — в точки 2A, 4A,
8A тощо, другий — в 2B, 4B, 8B тощо). Чи можна стверджувати, що у деякий момент
часу коники опиняться у точках, зафарбованих у рiзнi кольори?

8. Два дiйснi числа a i b такi, що a4 + b4 + a2b2 = 60. Доведiть, що 4a2 + 4b2 − ab > 30.



Мiжнародна математична олiмпiада
«Формула Єдностi» / «Третє тисячолiття»

2017/2018 рiк. Вiдбiрковий етап
Задачi для 11 класу

1. Круглий тунель має зовнiшнiй радiус R = 200 м i ширину h = 30 м. Чи
можна повiсити у ньому шiсть лампочок, якi б освiтили його повнiстю?

2. Чи можуть з перших ста членiв арифметичної прогресiї рiвно 42 бути цiлими числами?

3. У грi «Що? Де? Коли?» використовується круглий барабан, розбитий на 13 секторiв.
Спочатку в кожному секторi лежить питання. Стрiлка, обертаючись випадковим чи-
ном, указує з однаковою ймовiрнiстю на будь-який iз секторiв. У кожному раундi гри
задається питання з сектора, на який указала стрiлка; але якщо це питання вже було
задане, то використовується наступне за годинниковою стрiлкою незадане питання.
Занумеруємо питання за годинниковою стрiлкою вiд 1 до 13. Припустимо, що пiсля
декiлькох раундiв поставлено питання 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10. Для якого з питань, що за-
лишилися, ймовiрнiсть випасти в одному з двох найближчих раундiв максимальна?
(Вважайте, що найближчi два раунди будуть зiгранi.)

4. Точка O — центр рiвностороннього трикутника ABC. Коло, що проходить через точки
A i O, перетинає сторони AB i AC в точкахM iN вiдповiдно. Доведiть, що AN = BM .

5. Знайдiть який-небудь вiдмiнний вiд сталої многочлен P (t), для якого правильна тото-
жнiсть P (sinx) = P (cosx).

6. Точки числової осi зафарбовано у 4 кольори: тi, що вiдповiдають парним числам —
чорнi; тi, що непарним — бiлi; на iнтервалах вiд чорних до бiлих (за зростанням)
— червонi, а на iнтервалах вiд бiлих до чорних — синi. У стартовий момент часу два
коники знаходяться у рiзних точках A i B мiж 0 i 1. Через кожну одиницю часу обидва
коники здiйснюють стрибок, що подвоює їхню координату (перший — в точки 2A, 4A,
8A тощо, другий — в 2B, 4B, 8B тощо). Чи можна стверджувати, що у деякий момент
часу коники опиняться у точках, зафарбованих у рiзнi кольори?

7. Дано правильну призму i правильну бiпiрамiду, основами кожної з яких є правильний
25-кутник. Для кожного iз цих тiл знайдено максимально можливу кiлькiсть вершин
многокутника, що можна отримати при перерiзi цього тiла площиною. Для якого iз тiл
результат бiльший? (Правильна бiпiрамiда з основою S — це об’єднання двох рiвних
правильних пiрамiд iз загальною основою S i вершинами по рiзнi сторони вiд площини
основи.)

8. Два дiйснi числа a i b такi, що a4 + b4 + a2b2 = 60. Доведiть, що 4a2 + 4b2 − ab > 30.


