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Çàäà÷è äëÿ 5 êëàññà

1. Ïðèäóìàéòå ïÿòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1000.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1000 = 10 · 10 · 10 = 2 · 5 · 2 · 5 · 2 · 5 = 1 · 2 · 5 · (2 · 2) · (5 · 5) = 1 · 2 · 5 · 4 · 25.
Îòâåò: 1, 2, 4, 5, 25.

2. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 10×10 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàäîñòíîé, åñëè

ðîâíî äâå ñîñåäíèõ ñ íåé êëåòêè ñèíèå. Çàêðàñüòå äîñêó òàê, ÷òîáû âñå êëåòêè áûëè ðàäîñòíûìè.

(Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, òàê.

3. Âîò çàäà÷à èç çàäà÷íèêà Ñ. À. Ðà÷èíñêîãî (êîíåö XIX âåêà): ¾Ñêîëüêî äîñîê äëèíîþ â 6 àðøèí,

øèðèíîþ â 6 âåðøêîâ íóæíî, ÷òîáû çàìîñòèòü ïîë â êâàäðàòíîé êîìíàòå, êîåé ñòîðîíà � 12

àðøèí?¿ Îòâåò ê çàäà÷å: 64 äîñêè. Óñòàíîâèòå ïî ýòèì äàííûì, ñêîëüêî âåðøêîâ â àðøèíå.

Ðåøåíèå. Ïëîùàäü êîìíàòû ñîñòàâëÿåò 12 · 12 = 144 êâàäðàòíûõ àðøèíà. Çíà÷èò, ïëîùàäü

êàæäîé äîñêè ðàâíà 144/64 = 2,25 êâàäðàòíûõ àðøèíà. Ïîñêîëüêó äëèíà äîñêè 6 àðøèí, òî å¼

øèðèíà äîëæíà áûòü 2,25/6 = 3/8 = 6/16 àðøèíà. Òàêèì îáðàçîì, 6 âåðøêîâ ñîñòàâëÿþò 6/16
àðøèíà, çíà÷èò, 1 âåðøîê � ýòî 1/16 àðøèíà.

Äðóãîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îáùàÿ ïëîùàäü äîñîê, ïîêðûâàþùèõ êîìíàòó, íå çàâèñèò îò èõ

ðàñïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ëåæàò â äâà ðÿäà ïî 32 äîñêè â êàæäîì ðÿäó.

Äëèíà êàæäîãî ðÿäà ðàâíà ñòîðîíå êîìíàòû (12 àðøèí), â òî æå âðåìÿ îíà â 32 ðàçà áîëüøå, ÷åì

øèðèíà äîñêè (6 âåðøêîâ). Çíà÷èò, 12 àðøèí â 32 ðàçà áîëüøå, ÷åì 6 âåðøêîâ. Ïîýòîìó 6 àðøèí

â 16 ðàç áîëüøå, ÷åì 6 âåðøêîâ, òî åñòü àðøèí â 16 ðàç áîëüøå, ÷åì âåðøîê.

Îòâåò: â àðøèíå 16 âåðøêîâ.

4. Íà ïîëÿíå íà ðàññòîÿíèè 20 ìåòðîâ îäíà îò äðóãîé ðàñòóò äâå åëè âûñîòîé ïî 30 ìåòðîâ. Âåòêè

åëåé ðàñòóò î÷åíü ãóñòî, è ñðåäè íèõ åñòü íàïðàâëåííûå òî÷íî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, à äëèíà

êàæäîé âåòêè âäâîå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò íå¼ äî âåðøèíû. Ïàóê ìîæåò ïîëçòè ïî ñòâîëó (ââåðõ

èëè âíèç ñòðîãî ïî âåðòèêàëè), ïî âåòêàì (ñòðîãî ïî ãîðèçîíòàëè), ëèáî ñïóñêàòüñÿ âåðòèêàëüíî

âíèç ïî ïàóòèíå ñ îäíîé âåòêè íà äðóãóþ. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå åìó ïðèä¼òñÿ ïðîïîëçòè,

÷òîáû äîáðàòüñÿ ñ âåðøèíû îäíîé åëè íà âåðøèíó äðóãîé?

Ðåøåíèå. Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî âåòâè åëåé ïåðåñåêàþòñÿ íà âûñîòå íå áîëåå 10 ìåòðîâ îò çåìëè.

Äåéñòâèòåëüíî, íà ýòîé âûñîòå ðàññòîÿíèå äî âåðõóøêè � 20 ìåòðîâ, ïîýòîìó äëèíà êàæäîé âåòêè

20/2 = 10 ìåòðîâ, è ñóììàðíàÿ äëèíà âåòîê äâóõ åëåé êàê ðàç ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè.

Ïîýòîìó ïàóê â ëþáîì ñëó÷àå äîëæåí ñïóñòèòüñÿ íà âûñîòó 10 ìåòðîâ, à ïîòîì ïîäíÿòüñÿ. Çíà÷èò,



åìó íàäî ïðåîäîëåòü íå ìåíåå 40 ìåòðîâ ïî âåðòèêàëè. Åù¼ íóæíî ïðîéòè õîòÿ áû 20 ìåòðîâ ïî

ãîðèçîíòàëè. Èòîãî åãî ïóòü ñîñòàâèò õîòÿ áû 60 ìåòðîâ. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî ïóòåé

äëèíû 60 ìåòðîâ (íà ðèñóíêå îäèí èç íèõ ïîêàçàí ÷¼ðíûì öâåòîì).

Âîçìîæíî äðóãîå ïîíèìàíèå çàäà÷è, ïðè êîòîðîì ïóòü, êîòîðûé ïàóê ïðîäåëàë âíèç ïî ïàóòèíå,

íå ó÷èòûâàåòñÿ (îí ïàäàåò, à íå ïîëç¼ò). Òîãäà îòâåò ðàâåí 40 ìåòðàì (20 ïî ãîðèçîíòàëè è 20

ââåðõ).

5. Ó Íèêèòû åñòü âîëøåáíàÿ áàíêà. Åñëè â áàíêó ïîëîæèòü n êîíôåò è çàêðûòü íà ÷àñ, òî êîëè÷åñòâî
ëåæàùèõ â íåé êîíôåò óâåëè÷èòñÿ íà ñóììó öèôð ÷èñëà n. Íàïðèìåð, åñëè áûëî 137 êîíôåò, òî

ñòàíåò 137 + 1 + 3 + 7 = 148. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò Íèêèòà ìîæåò ïîëó÷èòü çà
20 ÷àñîâ 16 ìèíóò, åñëè âíà÷àëå ó íåãî îäíà êîíôåòà?

Ðåøåíèå. Íóæíî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïî èñòå÷åíèè êàæäîãî ÷àñà êîëè÷åñòâî êîíôåò áûëî

êàê ìîæíî áîëüøå. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî âñå êîíôåòû íàäî âñåãäà êëàñòü â áàíêó. Íàèáîëüøàÿ

ñóììà öèôð (òî åñòü íàèáîëüøèé ïðèðîñò ÷èñëà êîíôåò) ïîëó÷àåòñÿ ó ÷èñëà, â êîòîðîì âñå öèôðû

(êðîìå ïåðâîé) � äåâÿòêè.

1 ÷àñ: 1+1=2

2 ÷àñ: 2+2=4

3 ÷àñ: 4+4=8

4 ÷àñ: 8+8=16

5 ÷àñ: (êëàä¼ì 9 êîíôåò) 16+9=25

6 ÷àñ: (êëàä¼ì 19 êîíôåò) 25+10=35

7 ÷àñ: (êëàä¼ì 29 êîíôåò) 35+11=46

8 ÷àñ: (êëàä¼ì 39 êîíôåò) 46+12=58

9 ÷àñ: (êëàä¼ì 49 êîíôåò) 58+13=71

10 ÷àñ: (êëàä¼ì 69 êîíôåò) 71+15=86

11 ÷àñ: (êëàä¼ì 79 êîíôåò) 86+16=102

12 ÷àñ: (êëàä¼ì 99 êîíôåò) 102+18=120

13�17 ÷àñû: êëàä¼ì ïî 99 êîíôåò, ÷èñëî êîíôåò êàæäûé ÷àñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 18, èòîãî ïîëó÷àåì

138, 156, 174, 192, 210 êîíôåò.

18�20 ÷àñû: êëàä¼ì ïî 199 êîíôåò, ÷èñëî êîíôåò êàæäûé ÷àñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 19, èòîãî ïîëó÷àåì

229, 248, 267 êîíôåò.

Çà îñòàâøèåñÿ 16 ìèíóò ÷òî-ëèáî ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî.

Îòâåò: 267 êîíôåò.

Çàäà÷è äëÿ 6 êëàññà

1. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 10×10 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàäîñòíîé, åñëè

ðîâíî äâå ñîñåäíèõ ñ íåé êëåòêè ñèíèå. Çàêðàñüòå äîñêó òàê, ÷òîáû âñå êëåòêè áûëè ðàäîñòíûìè.

(Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5.2.

2. Âîò çàäà÷à èç çàäà÷íèêà Ñ. À. Ðà÷èíñêîãî (êîíåö XIX âåêà): ¾Ñêîëüêî äîñîê äëèíîþ â 6 àðøèí,

øèðèíîþ â 6 âåðøêîâ íóæíî, ÷òîáû çàìîñòèòü ïîë â êâàäðàòíîé êîìíàòå, êîåé ñòîðîíà � 12



àðøèí?¿ Îòâåò ê çàäà÷å: 64 äîñêè. Óñòàíîâèòå ïî ýòèì äàííûì, ñêîëüêî âåðøêîâ â àðøèíå.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5.3.

3. Ó Íèêèòû åñòü âîëøåáíàÿ áàíêà. Åñëè â áàíêó ïîëîæèòü n êîíôåò è çàêðûòü íà ÷àñ, òî êîëè÷åñòâî
ëåæàùèõ â íåé êîíôåò óâåëè÷èòñÿ íà ñóììó öèôð ÷èñëà n. Íàïðèìåð, åñëè áûëî 137 êîíôåò, òî

ñòàíåò 137 + 1 + 3 + 7 = 148. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò Íèêèòà ìîæåò ïîëó÷èòü çà
20 ÷àñîâ 16 ìèíóò, åñëè âíà÷àëå ó íåãî îäíà êîíôåòà?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5.5.

4. Íàçîâ¼ì òèïè÷íûì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ðàçìåðû êîòîðîãî (äëèíà, øèðèíà

è âûñîòà) ðàçëè÷íû. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ðàçðåçàòü

êóá? Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå. Êóá ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäà. Íàïðèìåð, êóá 5× 5× 5
ðàçðåçàåòñÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäû 5× 3× 1, 5× 3× 4, 5× 2× 1, 5× 2× 4.

Íà ìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðàçðåçàòü êóá íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ó êóáà

8 âåðøèí; åñëè îí ðàçðåçàí íà òðè èëè ìåíåå ïàðàëëåëåïèïåäîâ, òî êàêîé-òî èç íèõ ñîäåðæèò õîòÿ

áû òðè âåðøèíû êóáà.

Åñëè âñå ýòè òðè âåðøèíû ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ãðàíè êóáà (íàïðèìåð, íà âåðõíåé), òî ïàðàëëå-

ëåïèïåä ñîäåðæèò âñþ âåðõíþþ ãðàíü êóáà; çíà÷èò, ó íåãî åñòü äâà îäèíàêîâûõ èçìåðåíèÿ. Ïóñòü

äâå âåðøèíû ðàñïîëîæåíû íà âåðõíåé ãðàíè êóáà è îäíà � íà íèæíåé. Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî èç ð¼áåð âåðõíåé ãðàíè, à åù¼ åãî âûñîòà ðàâíà âûñîòå êóáà. Îïÿòü èìååì

äâà îäèíàêîâûõ èçìåðåíèÿ.

Îòâåò: íà 4 òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäà.

5. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íðàâèòñÿ Ëèäèè, åñëè íè îäíà èç öèôð â åãî çàïèñè íå äåëèòñÿ íà 3. Íàéäèòå

îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íðàâÿòñÿ Ëèäèè.

Ðåøåíèå. Ëèäèè íðàâÿòñÿ ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå òîëüêî èç öèôð 1, 2, 4, 5, 7, 8.

Çàìåòèì, ÷òî âñå òàêèå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: êàæäóþ öèôðó a
çàìåíèì íà 9 − a, òî åñòü 1 çàìåíÿåòñÿ íà 8, 2 íà 7, 4 íà 5 è íàîáîðîò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 42718

íàõîäèòñÿ â ïàðå ñ ÷èñëîì 57281. Ýòî ðàçáèåíèå õîðîøî òåì, ÷òî ñóììà öèôð â êàæäîé ïàðå ðàâíà

45 (ïîòîìó ÷òî ñóììà äâóõ öèôð â êàæäîì ðàçðÿäå ðàâíà 9).

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ñêîëüêî âñåãî òàêèõ ïàð. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë. Â ïåðâîì

ðàçðÿäå ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç øåñòè öèôð, âî âòîðîì � òîæå ëþáàÿ èç øåñòè è ò. ä. Îáùåå

êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðàâíî 65. À êîëè÷åñòâî ïàð � 65/2, è ñóììà öèôð â êàæäîé èç íèõ � 45. Îáùàÿ

ñóììà öèôð ðàâíà 45 · 65/2 = 45 · 7776/2 = 45 · 3888 = 174960.

Äðóãîå ðåøåíèå. Íàéä¼ì îáùóþ ñóììó öèôð, ñòîÿùèõ â ñòàðøåì ðàçðÿäå âñåõ ÷èñåë. Ñóùå-

ñòâóåò 64 ÷èñåë, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû, è ñóììà èõ ïåðâûõ öèôð ðàâíà 1 · 64. Åù¼ åñòü
64 ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äâîéêè, è ñóììà ïåðâûõ öèôð â íèõ ðàâíà 2 · 64. Àíàëîãè÷íî ïîñòó-

ïàåì ñ ÷èñëàìè, íà÷èíàþùèìèñÿ íà 3, 4, 7, 8. Ïîëó÷àåì îáùóþ ñóììó öèôð â ñòàðøåì ðàçðÿäå

(1+2+4+5+7+8) ·64 = 27 ·64. Â êàæäîì èç îñòàëüíûõ ðàçðÿäîâ ñóììà öèôð òàêàÿ æå, ïîýòîìó

âñåãî èìååì 5 · 27 · 64 = 174960.

Çàìå÷àíèå. Öèôðà 0 äåëèòñÿ íà 3 (0 : 3 = 0), ïîýòîìó â óêàçàííûå ÷èñëà âõîäèòü íå ìîæåò.
Îòâåò: 174960.



Çàäà÷è äëÿ 7 êëàññà

1. Ïðèäóìàéòå ïÿòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1000.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5.1.

2. Íà òåòðàäíîì ëèñòå îáâåäåíû äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Ó ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âåðòèêàëüíàÿ ñòî-

ðîíà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, à ó âòîðîãî � íàîáîðîò. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü

èõ îáùåé ÷àñòè, åñëè ïåðâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò 2015 êëåòîê, à âòîðîé � 2016.

Ðåøåíèå. Îáùàÿ ÷àñòü ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (åñëè îíà íåïóñòà) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êîì. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå äëèíû åãî ñòîðîí.

Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, ïîýòîìó îíà ìåíüøå
√
2015,

òî åñòü ìåíüøå 45; òî æå âåðíî è äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Â òî æå

âðåìÿ ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ìîãóò ïðåâûøàòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí èñõîäíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ (íî, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü èì ðàâíû).

Çàìåòèì, ÷òî 2015 = 5 · 403 = 5 · 13 · 31; 2016 = 4 · 504 = 4 · 4 · 126 = 4 · 4 · 2 · 7 · 9 = 25 · 32 · 7.
Ñ ó÷¼òîì ýòîãî âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà íå áîëüøå 31, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � íå áîëüøå 42 (ýòî ñàìûå

áîëüøèå äåëèòåëè ÷èñåë 2015 è 2016, êîòîðûå ìåíüøå 45). Çíà÷èò, ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ïðå-

âîñõîäÿò 31 è 42, à ïëîùàäü íå áîëüøå 31 · 42 = 1302. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, äîñòèãàåòñÿ

äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ 65× 31 è 42× 48, ñîâìåù¼ííûõ, íàïðèìåð, ëåâûìè âåðõíèìè êëåòêàìè.

Îòâåò: 1302.

3. Íàçîâ¼ì òèïè÷íûì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ðàçìåðû êîòîðîãî (äëèíà, øèðèíà

è âûñîòà) ðàçëè÷íû. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ðàçðåçàòü

êóá? Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.4.

4. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íðàâèòñÿ Ëèäèè, åñëè íè îäíà èç öèôð â åãî çàïèñè íå äåëèòñÿ íà 3. Íàéäèòå

îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íðàâÿòñÿ Ëèäèè.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.5.

5. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100× 100 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàâíîâåñíîé,

åñëè ñðåäè å¼ ñîñåäåé ïîðîâíó ñèíèõ è áåëûõ. Äëÿ êàêèõ n ìîæíî ðàñêðàñèòü äîñêó òàê, ÷òîáû íà

íåé áûëî ðîâíî n ðàâíîâåñíûõ êëåòîê? (Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê � 0 (íàïðèìåð, åñëè âñå

êëåòêè áåëûå).

Íàéä¼ì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê. Êëåòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå äîñêè, íî

íå â óãëó, íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíîâåñíûìè, ïîñêîëüêó ó íèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ñîñåäåé (òðè).

Òàêèõ êëåòîê 4 · 98 = 392. Âñå îñòàëüíûå êëåòêè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîâåñíûìè, íàïðèìåð, ïðè

ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå (ñì. ðèñóíîê a). Êîëè÷åñòâî ýòèõ êëåòîê 10000− 392 = 9608.

Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî r äîñòèæèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ñ r ðàâíîâåñíûìè êëåòêàìè. Ìû

çíàåì, ÷òî ÷èñëà 0 è 9608 äîñòèæèìû. Äîêàæåì, ÷òî âñå ÷èñëà îò 0 äî 9608 òîæå äîñòèæèìû.

Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì áåëóþ äîñêó è áóäåì ïîñòåïåííî çàêðàøèâàòü å¼ â ïîëîñàòóþ ðàñêðàñêó. Ïî-

ñêîëüêó çàêðàñêà îäíîé êëåòêè âëèÿåò òîëüêî íà ðàâíîâåñíîñòü å¼ ñîñåäåé, òî ñ êàæäîé íîâîé



çàêðàøåííîé êëåòêîé ÷èñëî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 4. Â íà÷àëå ïðîöåññà

îíî ðàâíî 0, à â êîíöå � 9608. Çíà÷èò, ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè äîñòèæèìûìè ÷èñëàìè

â ïðîìåæóòêå îò 0 äî 9608 íå ïðåâîñõîäèò 4.

Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ èçìåíÿòü êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê íà 1, 2 èëè 3. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì

äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè ÷èñëî r 6 5000 äîñòèæèìî, òî ÷èñëà r + 1, r + 2, r + 3 äîñòèæèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå íà äîñêå ìíîãî ñâîáîäíîãî (áåëîãî) ìåñòà. Ìîæíî ïîìåñòèòü âäàëåêå îò îñòàëüíûõ

ñèíèõ êëåòîê äâå ñèíèõ êëåòêè, ìåæäó êîòîðûìè ðîâíî îäíà áåëàÿ (ñì. ðèñóíîê b) � ýòî óâåëè÷èò

êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê íà 1; òàê ìîæíî ñäåëàòü äàæå òðèæäû.

2) Åñëè ÷èñëî r > 5000 äîñòèæèìî, òî ÷èñëà r− 1, r− 2, r− 3 äîñòèæèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå íà äîñêå ìíîãî ñèíèõ ïîëîñ. Ìîæíî ïåðåêðàñèòü ñàìóþ ëåâóþ êëåòêó ëþáîé èç ýòèõ ïîëîñ

â áåëûé öâåò (ñì. ðèñóíîê c), è ñîñåäíÿÿ ñ íåé êëåòêà ïåðåñòàíåò áûòü ðàâíîâåñíîé. Òàê ìîæíî

ñäåëàòü äàæå òðèæäû.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà îò 0 äî 5000, äîñòèæèìû; èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî

äîñòèæèìû âñå ÷èñëà îò 5000 äî 9608.

Îòâåò: îò 0 äî 9608 âêëþ÷èòåëüíî.

Çàäà÷è äëÿ 8 êëàññà

1. Ñóùåñòâóþò ëè òðè òàêèõ ðàçëè÷íûõ öèôðû A, B, C, ÷òî ABC, CBA, CAB � êâàäðàòû íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë? (×åðòà íàä öèôðàìè îçíà÷àåò ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ öèôð â óêàçàííîì

ïîðÿäêå.)

Ðåøåíèå. Äà. Ýòî öèôðû A = 9, B = 6, C = 1. D ýòîì ñëó÷àå 961 = 312, 169 = 132, 196 = 142.

2. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100× 100 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàâíîâåñíîé,

åñëè ñðåäè å¼ ñîñåäåé ïîðîâíó ñèíèõ è áåëûõ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê

ìîæåò îêàçàòüñÿ íà äîñêå? (Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Êëåòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå äîñêè, íî íå â óãëó, íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíîâåñíûìè,

ïîñêîëüêó ó íèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ñîñåäåé (òðè). Òàêèõ êëåòîê 4 · 98 = 392.
Âñå îñòàëüíûå êëåòêè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîâåñíûìè, íàïðèìåð, ïðè ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå (ïåðâàÿ

ñòðîêà ñèíÿÿ, âòîðàÿ áåëàÿ, òðåòüÿ ñèíÿÿ è ò.ä.). Êîëè÷åñòâî ýòèõ êëåòîê 10000− 392 = 9608.
Îòâåò: 9608.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AM =
AN . Îòðåçêè CM è BN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðè÷¼ì BO = CO. Äîêàæèòå, ÷òî ABC ðàâíî-

áåäðåííûé.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî, íàïðèìåð, ÷òî AB > AC. Îòìåòèì íà ñòîðîíå AB
òàêóþ òî÷êó D, ÷òî AD = AC. Â ñèëó ñèììåòðèè, îòðåçêè MC è ND ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîé òî÷êå

P , ïðè÷¼ì PM = PN . Èç ñèììåòðèè òàêæå ñëåäóåò, ÷òî CM = DN .



Èòàê, NP = PM ;

NO −OP < PM (ò.ê. NO −OP < NP èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà);

NO < OP + PM , îòêóäà NO < OM ;

ïîñêîëüêó OB = OC, òî NO +OB < OM +OC;
èíà÷å ãîâîðÿ, NB < MC,
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, NB < ND.

Îäíàêî ∠BDN òóïîé (ïîñêîëüêó îí áîëüøå óãëà BMN , à îí, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ òóïûì êàê

ñìåæíûé ñ îñòðûì óãëîì ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AMN). Ñòîðîíà 4BDN ,

ëåæàùàÿ íàïðîòèâ òóïîãî óãëà, íå ìîæåò áûòü êîðî÷å äðóãîé åãî ñòîðîíû, òî åñòü íåðàâåíñòâî

NB < ND íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. Íà òåòðàäíîì ëèñòå îáâåäåíû äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Ó ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âåðòèêàëüíàÿ ñòî-

ðîíà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, à ó âòîðîãî � íàîáîðîò. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü

èõ îáùåé ÷àñòè, åñëè êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò áîëüøå 2010, íî ìåíüøå 2020 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Îáùàÿ ÷àñòü ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (åñëè îíà íåïóñòà) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êîì. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå äëèíû åãî ñòîðîí.

Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, ïîýòîìó îíà ìåíüøå
√
2020,

òî åñòü ìåíüøå 45; òî æå âåðíî è äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Â òî æå

âðåìÿ ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ìîãóò ïðåâûøàòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí èñõîäíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ (íî, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü èì ðàâíû).

Íàéä¼ì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó êàæäîé èç ýòèõ ñòîðîí. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì íàèáîëüøåå èç

÷èñåë, ìåíüøèõ 45, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàêîãî-íèáóäü ÷èñëà îò 2011 äî 2019 âêëþ÷èòåëü-

íî. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë 2011, . . . , 2019 íå äåëèòñÿ íè íà 44 (ò. ê. 2024 = 452−12 =
44·46 äåëèòñÿ íà 44), íè íà 43 (ò. ê. 2021 = 452−22 = 43·48 äåëèòñÿ íà 43). Çàòî ÷èñëî 2016 äåëèòñÿ
íà 42 (ò. ê. 2024 = 452 − 32 = 42 · 48), ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà êàæäîé èç ñòîðîí

ïåðåñå÷åíèÿ � 42. Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ åãî ïëîùàäü � 422 = 1764. Ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ 48× 42 è 42× 48, ñîâìåù¼ííûõ, íàïðèìåð, ëåâûìè âåðõíèìè êëåòêàìè.

Îòâåò: 1764.

5. Â èãðå ¾ñåò¿ ó÷àñòâóþò âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç öèôð 1, 2, 3 (êàæäîå

÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó). Ãîâîðÿò, ÷òî òðîéêà ÷èñåë îáðàçóåò ñåò, åñëè â êàæäîì ðàçðÿäå ëèáî âñå

òðè ÷èñëà ñîäåðæàò îäíó è òó æå öèôðó, ëèáî âñå òðè ÷èñëà ñîäåðæàò ðàçíûå öèôðû.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 1232, 2213, 3221 îáðàçóþò ñåò (â ïåðâîì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè öèôðû, âî

âòîðîì � òîëüêî äâîéêà, â òðåòüåì � âñå òðè öèôðû, â ÷åòâ¼ðòîì � âñå òðè öèôðû). À ÷èñëà

1123, 2231, 3311 íå îáðàçóþò ñåòà (â ïîñëåäíåì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû è òðîéêà).

Ñêîëüêî âñåãî ñåòîâ ñóùåñòâóåò â èãðå?

(Ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ íîâîãî ñåòà: 1232, 2213, 3221 è 2213, 1232, 3221 �

îäèí è òîò æå ñåò.)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñåò, â êîòîðîì îíè âñòðå÷à-

þòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òðåòüå ÷èñëî ýòîãî ñåòà ñòðîèòñÿ òàê: â òåõ ðàçðÿäàõ, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà

ñîâïàäàþò, òðåòüå ÷èñëî èìååò òàêóþ æå öèôðó; â ðàçðÿäå, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ,

òðåòüå ÷èñëî ïîëó÷àåò îñòàâøóþñÿ öèôðó. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë 1231 è 1223 òðåòüèì â ñåòå áóäåò

1212.

Íàçîâ¼ì ¾óïîðÿäî÷åííûì ñåòîì¿ ñåò èç òð¼õ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ ïîðÿäêà. Íà ïåð-

âîå ìåñòî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáîå èç 81 ÷èñåë, íà âòîðîå � ëþáîå èç 80

îñòàâøèõñÿ; íà òðåòüå � ðîâíî îäíî (ïî îïèñàííîìó âûøå ïðèíöèïó). Âñåãî óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ

81 ·80 ·1. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé íåóïîðÿäî÷åííûé ñåò {a, b, c} ñîîòâåòñòâóåò øåñòè óïîðÿäî÷åííûì:
(a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). Ïîýòîìó óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ â 6 ðàç ìåíüøå.

Îòâåò: 81 · 80/6 = 1080.



Çàäà÷è äëÿ 9 êëàññà

1. Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà k, äëÿ êîòîðûõ

(k/2)! (k/4) = 2016 + k2.

Çíàêîì n! îáîçíà÷åí ôàêòîðèàë ÷èñëà n, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n âêëþ-

÷èòåëüíî (îïðåäåë¼í òîëüêî äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë; 0! = 1).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ÷¼òíûõ çíà÷åíèé k. Íåïîñðåäñòâåí-
íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî k = 2, 4, 6, 8, 10 íå ïîäõîäÿò, à k = 12 äà¼ò âåðíîå ðàâåíñòâî.
Ïðè êàæäîì äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè k íà 2 âûðàæåíèå (k/2)! óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû â 7 ðàç, ò. å.

ëåâàÿ ÷àñòü ðàñò¼ò áîëåå ÷åì â 7 ðàç. Â òî æå âðåìÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ìåíåå ÷åì âäâîå:

(k + 1)2 − k2 < 2016 + k2 ïðè âñåõ k > 12. Ïîýòîìó ïðè k > 12 ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé.
Îòâåò: k = 12.

2. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AM =
AN . Îòðåçêè CM è BN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðè÷¼ì BO = CO. Äîêàæèòå, ÷òî ABC ðàâíî-

áåäðåííûé.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 8.2.

3. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íðàâèòñÿ Ëèäèè, åñëè íè îäíà èç öèôð â åãî çàïèñè íå äåëèòñÿ íà 3. Íàéäèòå

îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íðàâÿòñÿ Ëèäèè.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.5.

4. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC: AB = 2016, BC =
AC = 1533, ïðè÷¼ì âåðøèíû A è B ëåæàò â óçëàõ íà îäíîé ãîðèçîíòàëè. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî

óçëîâ ëåæèò â òðåóãîëüíèêå ABC (âêëþ÷àÿ óçëû, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ). Óçëîì íàçûâàåòñÿ òî÷êà

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðîé îáå êîîðäèíàòû öåëûå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 15332− 10082 = (1533− 1008)(1533+ 1008) = 525 · 2541 = 21 · 25 · 7 · 363 =
7 · 3 · 52 · 7 · 3 · 112 = (7 · 3 · 5 · 11)2 = 11552. Çíà÷èò, âûñîòà òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1155.

Âèäèì, ÷òî ÍÎÄ ÷èñåë 1155 è 1008 ðàâåí 21. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà áîêîâîé ñòîðîíå èìååòñÿ 22 óçëà

(âêëþ÷àÿ âåðøèíû), êîòîðûå äåëÿò å¼ íà 21 ðàâíóþ ÷àñòü.

Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî òðåóãîëüíèê ïîñòåïåííî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

ïðÿìîóãîëüíèê 1008×1155, êîëè÷åñòâî óçëîâ â êîòîðîì ëåãêî ïîñ÷èòàòü. Ñõåìàòè÷íî ýòîò ïðîöåññ

ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå. Îáîçíà÷èì èñêîìîå êîëè÷åñòâî óçëîâ â òðåóãîëüíèêå ÷åðåç T .

1) Ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî îñè ñèììåòðèè íà äâå ïîëîâèíû (äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà)

è ðàññìîòðèì êàæäóþ èç íèõ êàê îòäåëüíóþ ôèãóðó. Ñóììà êîëè÷åñòâ óçëîâ â ýòèõ ïîëîâèíàõ íà

1156 áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå, òî åñòü T + 1156, ïîñêîëüêó óçëû, íàõîäèâøèåñÿ íà

îñè ñèììåòðèè, ïðîäóáëèðîâàëèñü.

2) Ñîåäèíèì ýòè äâå ïîëîâèíû â ïðÿìîóãîëüíèê 1008×1155. Âíóòðåííèå ÷àñòè ïîëîâèí ïîëíîñòüþ
ïîêðûâàþò ïðÿìîóãîëüíèê, ïðè ýòîì 22 óçëà, íàõîäÿùèåñÿ â ýòèõ ïîëîâèíàõ, ñîâïàëè. Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî óçëîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå íà 22 ìåíüøå, ÷åì â äâóõ ïîëîâèíàõ, òî åñòü T + 1156− 22.
Â òî æå âðåìÿ ýòî êîëè÷åñòâî, î÷åâèäíî, ðàâíî 1009 · 1156. Çíà÷èò, T + 1156− 22 = 1009 · 1156;
T = 1008 · 1156 + 22 = 1156000 + 9248 + 22 = 1165270.

Îòâåò: 1165270 óçëîâ.



5. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì

îñÿì. Êàæäûé ïåðåñåêàåòñÿ õîòÿ áû ñ 90 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ïåðå-

ñåêàþùèéñÿ ñî âñåìè.

Ðåøåíèå. Ñïðîåöèðóåì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè íà îñü x, â ðåçóëüòàòå êàæäûé èç íèõ ïåðåéä¼ò â

îòðåçîê [ai, bi] (i = 1, . . . , 100).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A íàèáîëüøóþ êîîðäèíàòó íà÷àëà, à ÷åðåç B � íàèìåíüøóþ êîîðäèíàòó êîíöà

(òî åñòü A = max ai, B = min bi). Äëÿ äàëüøåéøåãî ðåøåíèÿ íåñóùåñòâåííî, êàêîå èç ÷èñåë A è B
áîëüøå; âîçìîæíî è ðàâåíñòâî. Íåçàâèñèìî îò ýòîãî îòðåçîê, îãðàíè÷åííûé ÷èñëàìè A è B, áóäåì
îáîçíà÷àòü AB (â ñëó÷àå A = B îí âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).

Êàæäûé îòðåçîê [ai, bi] ïåðåñåêàåòñÿ (õîòÿ áû ïî îäíîé òî÷êå) ñ îòðåçêîì AB. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äëÿ êàêîãî-òî îòðåçêà [a, b] ýòî íå òàê, òî îí ðàñïîëîæåí ëèáî öåëèêîì ñëåâà, ëèáî öåëèêîì ñïðàâà

îò AB. Â ïåðâîì ñëó÷àå b < B, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà B êàê íàèìåíüøåãî èç bi;
âî âòîðîì ñëó÷àå a > A, íî è ýòî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåâîçìîæíî.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ñïðîåöèðîâàòü ïðÿìîóãîëüíèêè íà âåðòèêàëüíóþ îñü, ïîëó÷èâ îòðåçêè [ci, di].
Ìû îáíàðóæèì, ÷òî åñëè C = max ci, D = min di, òî êàæäûé îòðåçîê ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì CD.

Îáîçíà÷èì áóêâîé R ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (A,C), (A,D), (B,C), (B,D). Âîç-
âðàùàÿñü îò ïðîåêöèé ê ïðÿìîóãîëüíèêàì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê èç óñëîâèÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì R.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñòà ïðÿìîóãîëüíèêîâ èñõîäíîãî íàáîðà ñîäåðæèò â ñåáå âñå

÷åòûðå âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà R (òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âåñü R, à çíà÷èò, ïåðåñå-
êàåòñÿ ñî âñåìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè íàáîðà). Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ó êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

åñòü ëåâàÿ, ïðàâàÿ, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ êîîðäèíàòû (ýòî ÷èñëà ai, bi, ci è di èç ïðåäûäóùåãî ðàñ-
ñóæäåíèÿ).

Õîòÿ áû 90 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ ñ òåì ïðÿìîóãîëüíèêîì, ëåâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî

ðàâíà B (òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê åñòü, ñì. îïðåäåëåíèå ÷èñëà B), çíà÷èò, åñòü íå áîëåå 9 ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ, ëåâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ áîëüøå B.
Àíàëîãè÷íî, åñòü íå áîëåå 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðàâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ìåíüøå A; íå áîëåå 9
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íèæíÿÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ áîëüøå D; è íå áîëåå 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âåðõíÿÿ
êîîðäèíàòà êîòîðûõ ìåíüøå C.
Çíà÷èò, ó îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (à èõ íå ìåíüøå ÷åì 100− 9 · 4, ò. å. íå ìåíüøå 64) ïðàâàÿ
êîîðäèíàòà íå ìåíüøå A, ëåâàÿ íå áîëüøå B, âåðõíÿÿ íå ìåíüøå C, à íèæíÿÿ íå áîëüøå D.
Âîçüì¼ì ëþáîé èç òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åãî ïðàâàÿ êîîðäèíàòà íå ìåíüøå A;
îäíàêî åãî ëåâàÿ êîîðäèíàòà íå áîëüøå A (ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà A). Çíà÷èò, ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x = A. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ïåðåñåêàåò ïðÿìûå x = B, y = C,
y = D. Î÷åâèäíî, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå òî÷êè (A,C), (A,D), (B,C), (B,D).
Òðåáóåìûé ïðÿìîóãîëüíèê íàéäåí.



Çàäà÷è äëÿ 10 êëàññà

1. Â íåêîòîðîì òðåóãîëüíèêå ñóììà òàíãåíñîâ óãëîâ îêàçàëàñü ðàâíà 2016. Îöåíèòå (õîòÿ áû ñ òî÷-

íîñòüþ äî 1 ãðàäóñà) âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî èç åãî óãëîâ.

Ðåøåíèå. Îäèí èç òàíãåíñîâ äîëæåí ïðåâîñõîäèòü 600. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ óãëà, î÷åíü

áëèçêîãî ê 90◦. Äîêàæåì, ÷òî îí ïðåâîñõîäèò 89,5◦. Ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî tg 0,5◦ >
1/600.
Íà÷í¼ì ñ ðàâåíñòâà sin 30◦ = 1/2. Çàìåòèì, ÷òî sin 2x = 2 sinx cosx, ïîýòîìó sinx = sin 2x

2 cosx > sin 2x
2

äëÿ îñòðûõ óãëîâ. Îòñþäà:

sin 32◦ > 1/2; sin 16◦ > 1/4; sin 8◦ > 1/8;
sin 4◦ > 1/16; sin 2◦ > 1/32; sin 1◦ > 1/64;
sin 0,5◦ > 1/128 > 1/600; tg 0,5◦ > 1/600.

Èòàê, îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà çàêëþ÷¼í â ïðîìåæóòêå îò 89,5 äî 90 ãðàäóñîâ. Çàìåòèì, ÷òî

îí ìîæåò îêàçàòüñÿ è íå ñàìûì áîëüøèì; íî â ýòîì ñëó÷àå ñàìûé áîëüøîé óãîë ìåíüøå 90,5◦.
Çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäóñà íàèáîëüøèé óãîë â ëþáîì ñëó÷àå ðàâåí 90◦.

2. Íàçîâ¼ì òèïè÷íûì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ðàçìåðû êîòîðîãî (äëèíà, øèðèíà

è âûñîòà) ðàçëè÷íû. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ðàçðåçàòü

êóá? Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.4.

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ 2n + n2016 � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

• Åñëè n ÷¼òíî, òî äàííîå ÷èñëî òîæå ÷¼òíî (è áîëüøå äâóõ ïðè n > 0).

• Åñëè n íå÷¼òíî è íå äåëèòñÿ íà 3, òî 2n äà¼ò îñòàòîê 2 îò äåëåíèÿ íà 3, à n2016 = (n504)4 äà¼ò
îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 3, ïîýòîìó ñóììà äåëèòñÿ íà 3 (è áîëüøå òð¼õ ïðè n > 1). Ïðè n = 1
ðåçóëüòàò ðàâåí 3, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

• Íàêîíåö, ïóñòü n äåëèòñÿ íà 3 (è íå÷¼òíî, ÷òî íå èñïîëüçóåòñÿ). Òîãäà ÷èñëî, î êîòîðîì èä¼ò

ðå÷ü, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êóáîâ: åñëè n = 3k, òî
2n + n2016 = (2k)3 + (n672)3 = (2k + n672) · (22k − 2k · n672 + n2·672) � ñîñòàâíîå ÷èñëî

(î÷åâèäíî, ÷òî 1 < 2k + n672 < 2n + n2016 ïðè > 3).

Îòâåò: n = 1.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêåABCD âíóòðè òðåóãîëüíèêàADC âûáðàíà òî÷êàE, ïðè÷¼ì ∠BAE =
∠BEA = 80◦, ∠CAD = ∠CDA = 80◦, ∠EAD = ∠EDA = 50◦. Äîêàæèòå, ÷òî 4BEC ðàâíîñòî-

ðîííèé.

Ðåøåíèå.



1. Èç èçâåñòíûõ óãëîâ íàõîäèì: ∠AED = 80◦, ∠CAE = 80◦−50◦ = 30◦, ∠BAC = 80◦−30◦ = 50◦.

2. Òî÷êè C è E ðàâíîóäàëåíû îò êîíöîâ îòðåçêà AD, ïîýòîìó ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-

êóëÿðå ê íåìó. Çíà÷èò, CE � îñü ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà ACD, è ∠AEC = ∠DEC.

3. Çíà÷èò, ∠AED + 2∠AEC = 360◦, îòêóäà ∠AEC = 140◦, ∠BEC = ∠AEC − ∠AEB = 60◦.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî BE = EC.

4. Îòìåòèì íà ëó÷å EC òàêóþ òî÷êó F , ÷òî EF = EB, òîãäà 4BEF ðàâíîñòîðîííèé.

5. BF = BE, BE = BA, ïîýòîìó BF = BA. Çíà÷èò , 4BAF ðàâíîáåäðåííûé. Åãî óãîë ïðîòèâ

îñíîâàíèÿ ðàâåí ∠ABF = ∠ABE + ∠EBF = 20◦ + 60◦ = 80◦, ïîýòîìó óãîë ïðè îñíîâàíèè

∠BAE = 180◦−80◦

2 = 50◦.

6. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë BAF ñîâïàäàåò ñ óãëîì BAC, òî åñòü òî÷êà F � ñ òî÷êîé C. Èòàê,
4BEC ðàâíîñòîðîííèé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Â èãðå ¾ñåò¿ ó÷àñòâóþò âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç öèôð 1, 2, 3 (êàæäîå

÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó). Ãîâîðÿò, ÷òî òðîéêà ÷èñåë îáðàçóåò ñåò, åñëè â êàæäîì ðàçðÿäå ëèáî âñå

òðè ÷èñëà ñîäåðæàò îäíó è òó æå öèôðó, ëèáî âñå òðè ÷èñëà ñîäåðæàò ðàçíûå öèôðû.

Ñëîæíîñòüþ ñåòà áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçðÿäîâ, ãäå âñå òðè öèôðû ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 1232, 2213, 3221 îáðàçóþò ñåò ñëîæíîñòè 3 (â ïåðâîì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè

öèôðû, âî âòîðîì � òîëüêî äâîéêà, â òðåòüåì � âñå òðè öèôðû, â ÷åòâ¼ðòîì � âñå òðè öèôðû);

÷èñëà 1231, 1232, 1233 � ñåò ñëîæíîñòè 1 (â ïåðâûõ òð¼õ ðàçðÿäàõ öèôðû ñîâïàäàþò, è òîëüêî â

÷åòâ¼ðòîì âñå öèôðû ðàçëè÷íû). À ÷èñëà 1123, 2231, 3311 âîîáùå íå îáðàçóþò ñåòà (â ïîñëåäíåì

ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû è òðîéêà).

Ñåòîâ êàêîé ñëîæíîñòè â èãðå áîëüøå âñåãî è ïî÷åìó?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñåò, â êîòîðîì îíè âñòðå÷à-

þòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òðåòüå ÷èñëî ýòîãî ñåòà ñòðîèòñÿ òàê: â òåõ ðàçðÿäàõ, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà

ñîâïàäàþò, òðåòüå ÷èñëî èìååò òàêóþ æå öèôðó; â ðàçðÿäå, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ,

òðåòüå ÷èñëî ïîëó÷àåò îñòàâøóþñÿ öèôðó. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë 1231 è 1223 òðåòüèì â ñåòå áóäåò

1212.

Íàçîâ¼ì ¾óïîðÿäî÷åííûì ñåòîì¿ ñåò èç òð¼õ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ ïîðÿäêà. Çà-

ìåòèì, ÷òî êàæäûé íåóïîðÿäî÷åííûé ñåò {a, b, c} ñîîòâåòñòâóåò øåñòè óïîðÿäî÷åííûì: (a, b, c),
(a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). Ïîýòîìó âìåñòî êîëè÷åñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ìîæ-
íî ñðàâíèâàòü êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ (èõ â 6 ðàç áîëüøå). Êàæäûé óïîðÿäî÷åííûé ñåò (a, b, c)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ÷èñåë (a, b).
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ñëîæíîñòè k > 0. Êàæäûé òàêîé ñåò ìîæåò íà÷èíàòü-
ñÿ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì a (81 âàðèàíò). Â ýòîì ÷èñëå íóæíî âûáðàòü k ðàçðÿäîâ (Ck

4 ñïîñîáîâ

âûáîðà) è â êàæäîì èç íèõ çàìåíèòü öèôðó íà îäíó èç äâóõ îòëè÷íûõ îò íå¼ (2k ñïîñîáîâ). Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÷èñëî b, êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñåò. Èòîãî ïîëó÷àåì 81 · Ck
4 · 2k óïî-

ðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ñëîæíîñòè k.
Ñðàâíèâàÿ ÷èñëà f(k) = Ck

4 · 2k äëÿ ðàçíûõ k, ïîëó÷àåì: f(1) = 8, f(2) = 24, f(3) = 32, f(4) = 16.
Êàê âèäèì, íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñåòîâ èìååò ñëîæíîñòü k = 3.

Îòâåò: áîëüøå âñåãî ñåòîâ ñëîæíîñòè 3.

Çàäà÷è äëÿ 11 êëàññà

1. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 1000×1000 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàâíîâåñíîé,

åñëè ñðåäè å¼ ñîñåäåé ïîðîâíó ñèíèõ è áåëûõ. Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü äîñêó òàê, ÷òîáû íà íåé

áûëî áîëåå 600000 ñèíèõ ðàâíîâåñíûõ êëåòîê? (Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ

ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Ìîæíî. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ñäåëàòü ñèíèìè ðàâíîâåñíûìè ïðèìåðíî 2/3 êëåòîê
äîñêè.



Áîëåå òî÷íûé ïîäñ÷¼ò: â êàæäîé ñòðîêå (êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé) âñå ñèíèå êëåòêè, êðîìå

äâóõ êðàéíèõ, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè. Èìååì 998 ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ íå ìåíåå 664

ðàâíîâåñíûõ êëåòîê. 998 · 664 > 600000.

2. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ 2n + n2016 � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 10.3.

3. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Íàéäèòå ïëîùàäü ìíîæåñòâà

òî÷åê óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: x2 + y2 = 5, |x− y| < 1, |y − z| < 1.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî òî÷åê â ïëîñêîñòè xy, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâûì äâóì óñëîâèÿì

(êîòîðûå íå çàâèñÿò îò z). Ïåðâîå óñëîâèå çàäà¼ò îêðóæíîñòü, âòîðîå � ïîëîñó, èõ ïåðåñå÷åíèå �

äâå äóãè. Äëèíà êàæäîé äóãè ðàâíà
√
5(arctg 2− arctg 1/2).

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îêðóæíîñòü ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à äóãè �

äâóì ïîëîñàì íà íåé. Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåíà ðàçâ¼ðòêà ýòîé ïîâåðõíîñòè; ïîëîñû, óäîâëå-

òâîðÿþùèå âòîðîìó óñëîâèþ, çàêðàøåíû ñèíèì. Îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåòüåìó óñëîâèþ,

ïîêàçàíà îðàíæåâûì. Ýòà îáëàñòü � ïîëîñà øèðèíû 2, èäóùàÿ âäîëü ëèíèè z = y. (Ýòà ëèíèÿ �
ñèíóñîèäà; âïðî÷åì, ýòîò ôàêò íå èñïîëüçóåòñÿ â ðåøåíèè.) Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôèãóðà � ïåðåñå-

÷åíèå äâóõ âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ ñ ¾ñèíóñîèäàëüíîé¿ � ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïëîùàäü

êàæäîé ÷àñòè âäâîå áîëüøå øèðèíû ñèíåé ïîëîñû, ÷òî íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïåðåñòàâèâ êðèâî-

ëèíåéíûé òðåóãîëüíèê, êàê ïîêàçàíî íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå. À øèðèíà ñèíåé ïîëîñû � ýòî äëèíà

äóãè, íàéäåííàÿ ðàíåå.

Îòâåò: 4
√
5(arctg 2− arctg 1/2).

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêåABCD âíóòðè òðåóãîëüíèêàADC âûáðàíà òî÷êàE, ïðè÷¼ì ∠BAE =
∠BEA = 80◦, ∠CAD = ∠CDA = 80◦, ∠EAD = ∠EDA = 50◦. Äîêàæèòå, ÷òî 4BEC ðàâíîñòî-

ðîííèé.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 10.4.

5. Â èãðå ¾ñåò¿ ó÷àñòâóþò âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç öèôð 1, 2, 3 (êàæäîå

÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó). Ãîâîðÿò, ÷òî òðîéêà ÷èñåë îáðàçóåò ñåò, åñëè â êàæäîì ðàçðÿäå ëèáî âñå

òðè ÷èñëà ñîäåðæàò îäíó è òó æå öèôðó, ëèáî âñå òðè ÷èñëà ñîäåðæàò ðàçíûå öèôðû.

Ñëîæíîñòüþ ñåòà áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçðÿäîâ, ãäå âñå òðè öèôðû ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 1232, 2213, 3221 îáðàçóþò ñåò ñëîæíîñòè 3 (â ïåðâîì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè

öèôðû, âî âòîðîì � òîëüêî äâîéêà, â òðåòüåì � âñå òðè öèôðû, â ÷åòâ¼ðòîì � âñå òðè öèôðû);



÷èñëà 1231, 1232, 1233 � ñåò ñëîæíîñòè 1 (â ïåðâûõ òð¼õ ðàçðÿäàõ öèôðû ñîâïàäàþò, è òîëüêî â

÷åòâ¼ðòîì âñå öèôðû ðàçëè÷íû). À ÷èñëà 1123, 2231, 3311 âîîáùå íå îáðàçóþò ñåòà (â ïîñëåäíåì

ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû è òðîéêà).

Ñåòîâ êàêîé ñëîæíîñòè â èãðå áîëüøå âñåãî è ïî÷åìó?

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 10.5.


