
Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà �Ôîðìóëà Åäèíñòâà� 2012/13
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîãî òóðà äëÿ 9�10 êëàññîâ

1. Â ÷èñëå 123456789 ìîæíî âçÿòü ëþáûå 2 öèôðû îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè è çàìåíèòü êàæäóþ èç íèõ íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå.
Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü ÷èñëî, áîëüøåå 800000000?

Ðåøåíèå. Äà, ìîæíî. 123456789 → 222456789 → 322356789 →
422346789 → 522345789 → 622345689 → 722345679 → 822345678.

2. Ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 2013. Êàêîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü èõ ÍÎÄ?

Ðåøåíèå. Îòâåò: 183. Ïðèìåðîì òðåõ ÷èñåë ñ ñóììîé 2013 è íàè-
áîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì 183 ìîãóò ñëóæèòü 183, 183 ·2 = 366, 183 ·
8 = 1464. Äîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå d íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íå
ìîæåò áûòü áîëüøå 183. Â ñàìîì äåëå, åñëè îáîçíà÷èòü íàøè ÷èñëà
da, db, dc, òî 2013 = d(a + b + c). Çàìåòèì, ÷òî a, b, c � ðàçëè÷íûå
÷èñëà, ïîýòîìó èõ ñóììà a + b + c ñòðîãî áîëüøå 3. Íî îíà äåëèò
2013, à ñëåäóþùèé ïîñëå 3 äåëèòåëü ÷èñëà 2013 � ýòî 11. Òàêèì îá-
ðàçîì, a + b + c ≥ 11, d = 2013/(a + b + c) ≤ 2013/11 = 183, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè X
è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AY è CX. Îêà-
çàëîñü, ÷òî AY = Y C è AB = CZ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, Y, Z,X
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ CZY
è ABY . Èõ õîðäû CZ è AB ðàâíû, à óãëû ∠CY Z è ∠AY B, îïè-
ðàþùèåñÿ íà ýòè õîðäû, ñîñòàâëÿþò â ñóììå π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ðàâíû ñàìè îêðóæíîñòè. Òîãäà óãëû ∠CZY è ∠ABY , îïèðàþùèå-
ñÿ íà ðàâíûå õîðäû CY,AY ýòèõ ðàâíûõ îêðóæíîñòåé, ëèáî ðàâíû,
ëèáî äàþò â ñóììå π. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó òîãäà
ñóììà ÷åòûðåõ (∠CY Z, ∠AY B, ∠CZY ,∠ABY ) èç øåñòè óãëîâ òðå-
óãîëüíèêîâ CZY è ABY äàâàëà áû â ñóììå 2π, ÷òî íåâîçìîæíî: 2π
åñòü ñóììà âñåõ øåñòè óãëîâ äâóõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∠CZY = ∠ABY , òîãäà ∠XBY + ∠XZY = π, îòêóäà è ñëåäóåò,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BXZY âïèñàí â îêðóæíîñòü.



4. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(1 + x+ 2x2)(2 + 3y + y2)(4− 11z + 8z2) ≥ 7xyz.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì íà xyz è ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â ðàâíî-
ñèëüíîì âèäå (1/x+1+2x)(2/y+3+ y)(4/z− 11+ 8z) ≥ 7. Îöåíèì
êàæäóþ èç ñêîáîê ïî îòäåëüíîñòè, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ
a + b ≥ 2

√
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√
2 + 11)(8

√
2− 11) = 128− 121 = 7,

5. Â êîíñòðóêòîðå n ïëîñêèõ ôèãóðîê èç 9 êâàäðàòèêîâ, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ èìååò âèä , , , , èëè . Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè n íå÷åòíî, òî èç íèõ íåëüçÿ ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê 9× n.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n íå÷åòíî, íî ïðÿìîóãîëüíèê ñëî-
æèòü óäàëîñü. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â íåì 9 ñòðîê è n ñòîëáöîâ.
Çàêðàñèì 5 ñòðîê ÷åðåç 1, òîãäà âñåãî îêàæåòñÿ çàêðàøåíî 5n êëå-
òîê, à â êàæäîé ôèãóðêå, êàê ëåãêî âèäåòü, íå áîëåå 5. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â êàæäîé ôèãóðêå îêàæåòñÿ çàêðàøåíî ðîâíî 5 êëåòîê. Íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ ôèãóðêà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî 5 çàêðàøåí-
íûõ êëåòîê, ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê â êàæäîé íåçàêðàøåííîé
ñòðî÷êå. Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ëþáóþ îäíó íåçàêðàøåííóþ ñòðî÷êó,
óáåæäàåìñÿ, ÷òî íàøè ôèãóðêè çàíèìàþò â íåé ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê
� ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, êëåòîê â íåé n. Îòñþäà n ÷åòíî � ïðîòèâî-
ðå÷èå.


